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1. Motivacién y Fundamentos

1.2. Producto escalar, vectorial, producto mixto. Orien-
tacion de una base

Producto escalar

Partimos de un espacio vectorial sobre R que llamamos V. Puede tener
dimension finita o ser de dimensién infinita. Sus elementos en general los
vamos a designar como v 0 como v.

Definicién 1. Un producto escalar definido sobre un espacio vectorial V
es una aplicacion (-,-) : V. x V. — R que cumple las siguientes propiedades:

1. (v,v) >0siv#0, (0,0)=0.

2. (v,u) = (u,Vv) para todo v,u € V.
3. (AV + pu,w) = AN (v, w) + p(u,w) para todo \,u € R, v,u,w € V.

Aplicando lo que conocemos de las formas, podemos decir que un producto
escalar es una forma bilineal no degenerada (definida positiva). El producto
escalar también se puede llamar producto interior. En R™ es habitual denotar
el producto escalar de dos vectores v, u como v - u.

Obsérvese que la definicién anterior es vélida para espacios tanto de di-
mensién finita como infinita (en general, espacios de funciones).

Vamos a especificar una notacién que utilicemos a lo largo del texto. La
base canénica de R" es la formada por los vectores {e1, ..., e,}, donde cada e;
es el vector cuyas coordenadas son 0 excepto la que esta en el lugar :—ésimo.
En R? la base canénica se suele denotar también como {i, j, k}. Vamos a usar
ambas notaciones.

Ejemplo 1. Consideramos el espacio R" y la base candénica del mismo, es de-
cir, la formada por los vectores{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}.
Entonces la aplicaciéon

n
(v 1) — roap e b e g — ; T
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L. (v,v)>0siv#(0,...,0)y ((0,...,0),(0,...,0)) = 0:

(Vv,v)=xm - aam, =i+ -+ 22 >0six#(0,...,0),

(0,...,0),(0,...,0)) =0-0+---+0-0=0.
2. (v,u) = (u,v) para cualquier v,u € R™

(v,u) = 21y1 + Toyo + - -+ Tl = Y171+ Yoo + -+ Yy = (W, V)

3. (Av+pu,w) = A(v,w) + p(u,w) para todo A\, p € R, v,u,w € R
denotando w = (z1, ..., 2,),:

n n

(AV + pu, w) = Z (Az; + pyi) zi = Z (Azizi + pyizi)

i=1 i=1

=1 i=1 i—1 P

=A(v,w) + p(u,w).

Ejemplo 2. Consideramos el espacio C[0, 1] de las funciones de variable real
con valores en R continuas en el intervalo [0, 1]. Vamos a comprobar que

(f.g) = / f(2) g (x) dr,

donde f y g son funciones reales continuas en [0, 1], es un producto escalar.
Hay que comprobar que se cumplen las siguientes propiedades:

L (f,f)>0si f#0,(0,0) =0, para cualquier f € C[0,1].

2. {f,q) = (g, [), para cualquier f,g € C0,1].

D /N Lo BN NS L BN 1 o /a B\ nava oa1a lonaine ) s £110 lonaior
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1. Sea f # 0. Se tiene:

= [ r@r@a= [ fFaiso

va que la funcién F(z) = f?(x) verifica que F # 0, F(z) > 0 para
x € [0,1] y F € C|0,1], por lo que la integral definida en [0,1] de F
representa entonces el area limitada por la gréfica de F'y el eje = en el
intervalo [0, 1].

Obsérvese que, en particular

/Olf(w)f(x)deO

siy sélo si f? () es idénticamente nula y, por tanto, si y sélo si f es la
funcién nula en [0, 1].

1 1
<0,0>=/ O-de:/ 0dz — 0.
0 0

2. Comprobamos la segunda propiedad:

Ademas,

o= [ e = [ 0w @ = 0.5).
3. Nos queda la udltima propiedad:
(Mf +pg,h) = /01 (Af + ng) (2)h(z)dz
-/ O @)h(e) + pgla)h(a)) d
— /0 A (o)h(@)dz + /0 g (@)h(@)dz
— )\/01 F(a)h(x)de + ,L/; g(x)h(z)dz
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Observacién 2. Cualquier espacio vectorial normado V sobre R de dimen-
sion finita es isomorfo a R™. Por tanto, el estudio de cualquier espacio nor-
mado de dimension n se reduce al estudio de R™.

Vamos a demostrarlo, pero en una primera lectura puede obviar esta de-
mostracion. Partimos de V', un espacio vectorial de dimensionn y de un base
suya de vectores unitarios {ay,...,a,} con la norma ||-|*. Sea {ei,...,e,}
la base canonica de R™.

Entonces podemos establecer un isomorfismo algebraico' entre R™ y V :

f(xie1+ -+ xm€,) =312 + -+ - + Tp,.

Puesto que el espacio V' es de dimension finita, se cumple ademas que F' es un
isomorfismo topolégico u homeomorfismo (biyectiva, continua y con inversa
continua) entre (R™ [|-||) v (V,||-]|"), en donde ||| es una norma cualquiera®
de R™. Ademds, cualquier propiedad que posea un subconjunto M C R" la
tiene también f (M) y cualquier propiedad que tenga un subconjunto F C V
la tiene también [~ (F).

No todos los espacios vectoriales con producto escalar tienen dimensién
finita. Un ejemplo lo tenemos en el espacio de las funciones continuas en el
intervalo [0, 1], C0, 1].

Llamamos espacio euclideo a un espacio vectorial con producto escalar.

Proposicion 3. En un espacio vectorial euclideo V' se cumple, parau,v € V,
la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(w0, v)[* < (u, ) (v, v).
Proposicion 4. A partir del producto escalar se puede definir una norma:
laf| = (u, w)*?.
La norma procedente de un producto escalar se llama norma euclidea.

Ejemplo 3. La distancia entre dos puntos P y @ de R? o R? es la norma,
euclidea del vector P() que une ambos puntos.

La norma asociada a un producto escalar cumple la identidad del pa-
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Hemos repasado el producto escalar porque nos permite definir angulo
y ortogonalidad entre elementos de un espacio vectorial. En R? y R? estos
conceptos coinciden con la idea intuitiva que tenemos de los mismos. Pero no
es tan sencillo en espacios como C0, 1]. El &ngulo que forman dos vectores
no nulos u,v € V es el numero 0 € [0, 7] tal que

(u,v) = u] - [v]] cos.

Ya conocemos cuando dos vectores son perpendiculares u ortogonales en
R2, R3. Esta definicién se extiende a cualquier espacio euclideo. Se dice que
dos vectores no nulos u,v € V de un espacio euclideo son vectores orto-
gonales si (u,v) = 0.

Ejemplo 4. Consideramos en el espacio de las funciones continuas en el
intervalo [0, 1], C0, 1], el producto escalar

1
<fo>= [ fa)g@ds
0
Vamos a estudiar si las funciones f (z) = cos(7mz) y g(z) = sen (mz) son

ortogonales.
El producto escalar de f (x) = cos (rz) y g (x) = sen (nz) es

1 1
1
< f,g>= / cos (mx) sen (mx)dx = / 5 sen (2mx)dx
0 0

1
= — (—coswa)|(1) = (—cos2m + cos0) = 0.
T

AT
Luego si son ortogonales. —
Proposicién 5. Dada una familia {vy,...,v,} de vectores ortogonales dos

a dos se cumple el Teorema de Pitdagonas
Vit vl = (Vi e v

Y también se extiende a conjuntos de forma natural. Dos subconjuntos
A, B de un espacio euclideo son subespacios ortogonales si (z,y) = 0 para
todoxr € A,y € B.
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Ejemplo 5. Consideramos el espacio R%. Sean M = {(z,y,2,t) € R* :
2r —y+ 2z =0} y N la recta que pasa por el origen y tiene vector director
(2,—1,1,0). Vamos a estudiar si estos espacios son ortogonales.

Tenemos que comprobar que el producto escalar de cualquier elemento de
M con cualquier elemento de N es 0. Para ello, determinamos la expresion de
cualquier elemento de M y N. Si (x,y, 2z,t) € M, entonces como y = 2x + 2z
para los puntos de M, podemos escribirlo como

(A 2A + i, p1,y),  para A p,y € R

Este espacio representa un hiperplano de R*. Por otro lado, si (z,y, z,t) € N,
existe a € R tal que:

(z,y,2,1) = 2, —av, 0, 0),

que es la ecuacion de una recta. Calculamos el producto escalar de un ele-
mento de cada espacio:

(20, =, 0, 0) - (A, 2A + i, pi,y) = 20A = A+ p) +ap+0 -y
= 2a\ — 20\ —ap+ ap = 0.

Por eso, si podemos concluir que son espacios ortogonales. pr—

Orientacién, producto vectorial y producto mixto

Como sabemos, para obtener las coordenadas de un vector de un espacio
vectorial de dimensién finita respecto a una base distinta a la que esté expre-
sado, se multiplica el vector de sus coordenadas respecto a la base primera
por una matriz, que es la matriz de cambio de base. Esta matriz nos permi-
te clasificar de alguna forma, las bases de espacios vectoriales de dimension
finita que son, como sabemos, isomorfos a R™.

En R” se dice que dos bases tienen la misma orientacion si el deter-
minante de la matriz de cambio de base es positivo. Asi, se pueden clasificar
las bases en R" segtin su orientacién con respecto a una base fijada. Como el
determinante de la matriz de cambio de base puede ser positivo o negativo,
se obtienen dos clases de bases segin el valor del determinante: la clase de
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Segtn esto, la base B’ = {e;,e3,e2} = {(1,0,0), (0,
orientacién negativa. Y B” = {eq, e3,e1} = {(0,1,0), (0,
orientacion positiva.

z z
es €3
/ \eg / \62
) )
(S31 J// (S31 /e/
x x
Orientacion positiva Orientacion negativa

La orientacién de una base es un tema importante y que vamos a utilizar
al trabajar con curvas y superficies. Alli hablaremos de orientacién positiva
0 negativa y entre otras cosas, en nuestra vida cotidiana es la formulacion
matematica de izquierda y derecha y da significado matematico a la expresion
recorrer una curva en un sentido”.

Ahora trabajamos en R3. Una terna de vectores linealmente independien-
tes {vi1,va, v} se dice que es derecha o dextrdgira si tiene el mismo tipo de
orientacion que los dedos pulgar, indice y corazén de la mano derecha, o si
al ir de vy a vy el vector vz tiene el sentido de avance de un tornillo. En otro
caso, se dice que la terna es levogira o izquierda.

Ejemplo 7. La base canénica {i,j,k} de R3 es dextrdgira.

El conjunto de vectores linealmente independientes B formado por los vec-
tores {(1,—1,0),(1,1,—1),(0,0,1)} es dextrégiro (los vectores estan dados
respecto a la base canénica) y el conjunto {(1,—1,0), (0,1, —1),(0,0,—1)} =
B’ es levégiro.

En efecto, la matriz de que expresa B respecto a la base candnica es

1 10
-1 10
0 -1 1
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z z
us
7 ) Yy
u; \ Vi N
s N €T / v
uy V3 2
Elementos de B Elementos de B’

Definicién 6. Si u = (uy, us,u3z), v = (vy,ve,v3) son dos vectores de R3,
el producto vectorial de u y v, denotado por u Av ou X v, es el unico
vector de R? que cumple

(uAV)-w=det(u,v,w)
para todo w € R3.

El producto vectorial también se llama producto exterior.

Determinar qué vector es el producto vectorial de dos vectores puede
parecer complicado, pero no lo es tanto. Baste observar que si u = (u, ug, us),
v = (v1,v9,v3) , entonces se cumple:

1 0 O v U
2
(ll N V) €1 = | U1 U2 U3 | = v U3
2
V1 Uy Vs 3

Teniendo en cuenta que el producto escalar de un vector por e; es la pri-
mera coordenada del vector, entonces la primera coordenada de u A v es el
determinate anterior. De forma similar, se obtienen las coordenadas segunda
y tercera de u A v respecto a la base canénica de R®. Y asi, se cumple

}U2U2| |U1 U?) |U1 UQ}
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donde tenemos que calcular un determinante cuya primera fila no son nime-
ros, sino son los vectores de la base canodnica.

Ejemplo 8. Vamos a determinar el producto vectorial de los vectores (0, —1, 3)

y (2,-1,1).
Hacemos

€1 €9 €3
0,—-1,3)A(2,-1,1)=| 0 —1 3 |=2e,+6e,+ 2es.
2 —-11

Luego (0,—1,3) A (2,—1,1) = (2,6, 2) en la base canénica. —
Proposicién 7. Propiedades del producto vectorial.
1. uAv =—v Au, no conmutativo.
2. AN+ pw) AV = AV+uWAV=A(UAV)+u(WAV), linealidad.
3. uAv=0siy sdlosiu yv son linealmente dependientes o cero.
4. (WAV)AW #uA (vAW), no asociativo.
5. (uAv)-u=(uAv)-v=0.

A partir de estar propiedades, obtenemos mucha informacién interesante.
Primero observamos que u A v es un vector perpendicular al plano deter-
minado por u y v (es decir, al subespacio generado por estos vectores). Se
demuestra teniendo en cuenta la tltima propiedad y la linealidad del pro-
ducto vectorial.

Por otro lado, como

det (0, v,(UAV)) = (uAV) - (UAV) = |(uAV)]® >0,

entonces la base formada por u, v, (u A v) tiene orientacién positiva.
Ademas, el médulo del producto vectorial u A v es el area del paralelo-
gramo de lados u y v, y viene dado por:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



ETS de
Ingenieros
PN Industriales
Apuntes de Complementos Mateméticos M

Definicién 8. El producto mixto de tres vectores u,v,w es (WA V) - w.

A partir del célculo del producto vectorial con determinantes, es facil ver
que si u = (uy, us, ug), v.= (v1,v9,v3), W = (wy, wsy, w3), entonces

Uy Uz U3
(11 N V) W = V1 Vg Vs
w1 Wy W3

Como interpretacion del producto mixto, diremos que el valor absoluto de
(u A v)-w es el volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores.

Ejemplo 9. Determine el volumen del tetraedro de vértices
A=(0,0,0), B=(1,1,1), C=(2,0,—-1), D=(-1,0,1).
Si consideramos los vectores
u=AB=(1,1,1), v=AC=(2,0,-1), w=AD=(-1,0,1),

entonces el volumen del paralelepipedo formado por los vectores u,v,w es
|(uAv)-w|. En efecto, observamos que:

[(uAV) -w|=|uAv|-|w|cosb,

donde @ es el dngulo que forman los vectores u A v y w. Si en este parale-
lepipedo la base estd formada por u y v, entonces |[u A v| es el drea de su
base y |w|cosf es su altura. Por eso, |[u A v| - |w|cosf es el volumen de este
paralelepipedo. Y el volumen del tetraedro es la sexta parte del area de este

paralelepipedo:
1 11
1 1 1 1
V==|(ABNAC)-AD|==112 0 —1||=|-2|=-=.
6 6 10 1 6 6

Terminamos adelantando una tltima propiedad. Si u y v son funciones de
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1.3. Funciones de R" en R™

Partimos de funciones f : A C R® — R™. Son las aplicaciones que a
cada x = (x1,...,2,) € A le asignan un elemento

f(x)=f(z1,.. xn) = (fi(zr, o xn) ooy fn (X1, 20))
:(fl(x)v"'afm(x))a

donde cada una de las funciones f; : A C R” — R es una funcién de varias
variables, que se llama componente de f. En esta definicion hemos indicado
las posibles notaciones que nos vamos a encontrar para hablar de funciones de
varias variables definidas sobre un espacio de varias variables (considerando
siempre dimensiones finitas).

Son conocidas las propiedades de las componentes, al ser cada compo-
nente una funcion de varias variables que toma valores en R. También se
ha trabajado con derivadas direccionales, derivadas parciales y diferencial de
estas funciones.

Vamos a distinguir algunos casos particulares de funciones de R™ en R™
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 10. Si n = m = 1, tenemos las funciones f : I C R — R de
variable real sobre R. La funcién f : [0,60] — R que a cada ¢t € [0,60] le
asigna los kilémetros recorridos por un coche Férmula 1 durante los primeros
t minutos de una carrera es un ejemplo de estas funciones.

Ejemplo 11. Sin > 1,m = 1, tenemos las funciones f : A C R — R
de varias variables con las que hemos trabajado frecuentemente. Un ejemplo
es la funcién T : [0,1] x [0,1] € R? — R que asigna a cada punto de
coordenadas (z,y) de una placa cuadrada de lado 1, la temperatura T (x,y)
en ese punto.

I
Ejemplo 12. Sin = 1,m > 1, la funcién se suele llamar funcién vectorial.

Casos particulares son:

= Curva plana, considerando el movimiento de una particula que depende

<Alo del ingtante (tiene 11n orado de libertad n —=1 m —2) T.a funcidn
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Ejemplo 13. Sin > 1,m > 1, las funciones se suelen llamar campo vectorial.
Citaremos varios ejemplos de estas funciones:

= Simetria en un espacio de dimension n > 1 respecto al origen, que es
la funcién f : R™ — R" definida por f (z1,...,z,) = (—21,...,—Zy).

= Superficie, con n = 2, m = 3, donde la posicién de una particula en el
espacio esta determinada a partir de su movimiento con dos grados de
libertad.

= Cambio de coordenadas polares a cartesianas y viceversa, en el plano,
conn=2m=2.

= Cambio de coordenadas cilindricas a cartesianas y viceversa, para n =
3,m = 3, en el espacio.

= En el espacio, cambio de coordenadas esféricas a cartesianas y viceversa,
conn=3,m=3.

Ejemplo 14. Si f : A C R” — R tiene todas las derivadas parciales en
todos los puntos de A, entonces el gradiente de f es la aplicacion que a cada
x € A le asigna

VIx)=(Dif (x),....Dif (x),.... Duf (x)),

y donde Vf: A CR" — R".
[

Las definiciones, resultados y procedimientos relativos a funciones de va-
rias variables estudiados anteriormente se pueden extrapolar facilmente a las
funciones objeto de nuestro estudio, teniendo en cuenta que cada una de las
componentes es una funcion de varias variables que toma valores en R.

De esta forma, para funciones f,g : A C R" — R™ se pueden definir
su funcién suma v _funcién resta. es decir. considerando estas operaciones
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Entonces

r —z
F40) 002 = T 2) + o) = (000 S22 20 142)

(f—g)(x,y,z):f(x,y,z)—g(x,y,z): <~T€y_ ;‘21217224—1—2),
|

La composicién de funciones de varias variables con valores en espa-
cios multidimensionales se hace considerando las dimensiones de los espa-
cios imagen de la primera funciéon y dominio de la segunda. Consideramos
ACR"BCR"y C CR! con f(A)C By g(B)CC.Sipara f: A— B
y g : B — C' se cumple que para todo x € A, f (x) € B, entonces la funcién
h = go f esta definida como

h(x)=gof(x)=g(f(x)).
Ejemplo 16. Sean f : R? — R?, ¢ : R? — R3 dadas por:
flzy) = (v’ 2), g(z,y)=(cos(z—y), 2" +y—1,2).
Entonces
h(z,y)=go f(z,y)=g(f(z,y) =gy’ )
— (cos (y3 —x) , (y3)2+:p— l,yg) = (Cos (y?’—:p) ,y6+:p— l,yg).

Continuidad

Una funcion f: A C R® — R™ es continua en un punto a € A si existe
limy 5 f (x) y ademads limy ., f (x) = f(a). Esto es equivalente a decir que
cada una de las componentes f; de f es continua en el punto a. Ademas,
sabemos como estudiar la continuidad de cada f;, al ser funciones de varias
variables con valores en R.

Ejemplo 17. La funcién f : R? — R3 con f (z,y) = (2%,y — z + 1, sen 7y)
es continua en (0,0,0), porque
f(0,0)=(0*,0—-0+1,sen7-0) =(0,1,0),
Iim f(z,y)= lim (2%, y — 2+ 1, seny)
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Una funcién f : A € R® — R™ es continua en el conjunto A si es
continua en todos los puntos a € A. Esto es equivalente a decir que cada una
de las componentes f; de f es continua en el conjunto A.

Sif,g: ACR" — R™ son funciones continuas en A, entonces también
lo son su suma, resta.

Sif:ACR*— BCR™ g:BCR™ — R son funciones continuas
en Ay B respectivamente, entonces la funcion h = g o f definida como

h(x)=gof(x)=g(f(x)

también es continua en cualquier x € A .

Diferenciabilidad de funciones de R" en R™

Sea f: ACR" — R™ dada por f = (f1,..., fi,--., fm), donde cada
fi - A C R" — R. Entonces se puede extender el concepto de derivada
segin un vector v a esta funciéon mediante:

Dyf(a)=(Dyfi(a),....,Dyfi(a),...,Dyfm(a)).

Obsérvese que la notacién que utilizamos es la habitual para indicar derivada
segiin un vector.

Como f; : A C R® — R, podemos utilizar las definiciones y resultados
ya conocidos para las funciones de varias variables sobre R. En concreto,
podemos considerar sus derivadas parciales segtn e;, denotadas como D; f; o
ng;. A partir de ellas, podemos definir un equivalente a la aplicacién gradien-
te, para funciones de R™ en R™. Es la apliacién dada por la siguiente matriz

de orden m x n:

Difi(a) Dafi(a) ... Dyfi(a)
Difa(a) Dsfa(a) ... Dyfs(a)

Difm (@) Dafu(@) ... Dufm(a)
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vamos a determinar su matriz jacobiana. Hacemos

ey — [ Pifi(x) Dafi(x) Dsfi(x)
o= Dbt b D )
_ < 1 —2zyzsen (z%yz) —x?zsen (ryz) —x?ysen (z?yz) )
e? e? c(l+x+y+z2) )°
.

Definimos formalmente la diferencial de una funcion f de R™ en R™.

Definicién 9. Una funcion f: A C R" — R™ es diferenciable en un punto
a € A si existe una aplicacion lineal \ : R — R™ tal que
. f(a+ht) — f(a) = A(h)]

s Tl

= 0.

La funcion \ se denomina diferencial de f en a. Si f es diferenciable en
todos los puntos de A se dice que es diferenciable en A.

La diferencial tiene las siguientes propiedades:

1. Si existe, la diferencial de f en a es tnica. Se denota D f (a), es decir
Ax) = Df (a) (x) y se tiene que la matriz asociada a la aplicacién
lineal Df (a) es la matriz jacobiana f’ (a).

2. Condicién necesaria de diferenciabilidad: Si la funcién f diferenciable
en a, entonces f es continua en a.

Ademas, al igual que pasaba con la derivada y con las derivadas parciales,
hay varias reglas de célculo que nos permiten determinar la diferencial de una
funcién. Algunas son conocidas del estudio de las funciones de varias variables
que toman valores en R.

Proposiciéon 10. Propiedades de funciones diferenciables.

1. Toda funcion constante en A es diferenciable en A y su diferencial en
cualquier punto a de A es la aplicacion lineal nula.
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3.8 f,g : A CR* — R"” son dos funciones diferenciables en a € A
sobre R y a, 8 € R son dos numeros reales, entonces las funciones
af + 89y f-g son diferenciables en a y:

D (af + Bg) (a) = aDf (a) + 8Dg(a),
D(f-g)(a) = f(a)Dg(a)+g(a)Df(a).

4. 81 f,g: A CR" — R" son dos funciones diferenciables en a € A
sobre R y g (x) # 0 para todo x € A, entonces la funcion cociente es
diferenciable en a y se cumple:

f g@)Df(a)— f(a)Dg(a

p(L) - L0PIE— S @) Dote)

9 (9 (a))

5. Regla de la cadena. Sean A un abierto de R™ y B un abierto de
R™, f una funcion de A en B y g una funcion de B, en RP. Si f es

diferenciable en a € A y g es diferenciable en f(a) € B, entonces la
aplicacion compuesta h = g o f es diferenciable en a y:

Dh(a) = Dg(f(a))o Df (a).

Ejemplo 19. Sean f : R? — R? y g : R?> — R las funciones dadas por

fxy) = (2%y" cosay®) | g (z,y) = ye.
Vamos a estudiar si g o f es diferenciable y en caso de que lo sea, vamos
a determinar su diferencial, tanto para un punto genérico (x,y) como en el
punto (0, 1).
En efecto, es diferenciable, por ser composicién de funciones diferencia-
bles. Ademas:

_( Difi(z,y) Daofi(z,y)
Df(wy) = ( Dify(x,y) Daf (z,y) )

[ 2y 4?3
- ( —y3senxy® —3xy?sen xy? ) ’
Dy (z,y) = ( Dig(z,y) Dag(z,y) ) = (ye* "),

Dy (f (z,y)) = Dg ((«*y",cos zy”)) = (em%f* cos 11, ew) 7

/ rN 7/ I (o IO
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Para determinar la diferencial en (0, 1) hacemos:
D(go f)(0,1)=(2-0-1%"" cos(0- 1) — 13¢”" sen (0 - 1%),
4-0%1%¢” " cos(0-1%) —3-0- 12¢% " sen ) (0 - 1%))
= (0,0).
Si lo hubiéramos hecho directamente, habriamos hecho:
g(f(z,y) =g (x2y4, coszy®) = (coszy?) ey
Y asé podemos obtener las derivadas parciales:
Dig (f (z,y)) =2 (coszy ) zyte”" — e senay?,
Dog (f (z,y)) = 42*Pe” Y cos xy® — 3zy?e™ Y sen xy’.
-

Finalmente, el siguiente teorema nos dice cudal es la diferencial de una
funcién.

Teorema 11. Una aplicacion f: A CR* — R™, f = (f1,..., fi,---, fm)
es diferenciable en a € A si y sdlo si cada f; es diferenciable en a. Ademds,
la diferencial de f en a es la aplicacion lineal D f (a) cuyas componentes son
las diferenciales D f; (a) de las componentes de f, es decir:

Df (a) = (Df: (a)..... Df:(a) ... Dfun ()
Este resultado indica que la diferencial esta dada por la matriz jacobiana.

Ejemplo 20. Segiin vimos en un ejemplo anterior, la matriz jacobiana de
f:R3 — R? con

f(x) = f(z,y,2) = (x4 cos (z%yz) , (x + y + 2) €7)

< Difi(x) Dofi(x) Dsfi(x) )
Difa (x D2f2( ) Dsfz(x)
([ 1—2xyzsen (z%yz) —x?zsen (2?yz) —z’ysen (z?yz)
_< e? ez(1+x+y+z))'
Entonces la diferencial de la funcién f en el punto (0,0,0) es la aplicacién
lineal Df (0) : R® — R? dada por

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



ETS de
Ingenieros
PN Industriales
Apuntes de Complementos Mateméticos M

Funcién implicita. Derivaciéon implicita

Consideramos una funcién f : A ¢ R? — R. Se dice que la ecuacién
f(x,y) = 0 define a y como funcién implicita de = en un entorno U C A si
existe un entorno V' C R y una aplicaciéon g : V' — R tales que los puntos
(x,y) € Uconz € V,y = g(x) satistacen f(z,y) = f(z,g(x)) = 0. Expresado
matematicamente:

{(xy) eU: f(r,y) =0} D{(zv,y) eVU:zeViy=g(y)}.

Esto es lo mismo que decir si podemos escribir y en funcién de = (para
x € V), o si podemos “despejar” y (es decir, cuando y = g(x) o, abusando
de la notacién y = y(x)), entonces en estos puntos se cumple la ecuacién

f(z,y) =0, para (z,y) € U.
Obsérvese que esta definicion se puede reescribir para “despejar” x.

Ejemplo 21. Se tiene la funcién f : [0,00) x [0,00) — R definida por
f(z,y) = 2* + y? — 5. Entonces si consideramos la ecuacién

flzy)=a"+y* = 5=0,
vemos que la variable x se puede expresar en funciéon de la variable y como
T =y 5 — y27

en el conjunto [0,+/5] x [0,+/5]. Esto significa que la funcién f define a la
variable x como funcién implicita de y mediante = = g (y) = /5 — y% y que

f( 5—y2,y>:().

Es decir, hemos despejado una de las variables en funcion de la otra.
Podiamos, de la misma forma, haber expresado y en funcion de x.

Sea f: ACR"xR™ — R™. Entonces el sistema

fl <X7Y) :Ov
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Ejemplo 22. Se tiene la funcién f : R? x R — R definida por f(x,t) =
f(z,y,t) =e® — 3y + 3. De forma evidente, a partir de la ecuacién

f(x,t)=f(z,y,t) =" =3y +t>=0

podemos despejar la variable ¢ a partir de (z,y):

t= /3y — e*.

Por eso, se dice que f define a la variable ¢ como funcién implicita de (z,y)
mediante g : R? — R, g (z,y) = /3y — * y que

f (:p,y, W) =0.

En este ejemplo, hemos despejado una de las variables en funcién de las otras
dos.

La definicién anterior nos dice que cuando tenemos un sistema de ecua-
ciones, podemos despejar unas de las incégnitas en funcion de las otras. Lo
dificil es saber cuando podemos hacerlo (cudndo existe la funcién g) y atin
en el caso de poder hacerlo, no siempre es facil encontrar la expresion de g.

Si la funcién f es lineal, encontrar una funcién implicita se reduce a
estudiar si un sistema tiene solucién tnica.

Teorema 12. Teorema de la funcion implicita. Sea A C R" x R™ un
abierto, (a,b) un punto de A y f : A C R" x R™ — R"™ wuna funcion de
clase q en A (es decir, tiene derivadas parciales hasta orden q y son continuas
en A). Si se cumple:

1. f(a,b) =0,
2. det (Dy4ifj(a,b)) #0, parai,j € {1,2,...,m},

Entonces existe un subconjunto abierto U C A que contiene a (a,b), un
entorno abierto V. C R"™ de a y una unica funcion g : V. — R™ de clase q
en V tales que:
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= Fste teorema nos da condiciones suficientes que nos permiten asequrar
que podemos despejar unas de las incognitas en funcion de las otras
(eziste la funcion g), pero no nos dice cdmo calcular g.

= Fscribiéndolo ast, podemos escribir las ultimas m incognitas en funcion
de las n primeras, pero valdria en cualquier orden. En el caso descrito
en el teorema, podemos despejar las variables yy, ..., Yy, en funcion de
T1y.e.y Ty

= S no se cumple la sequnda condicion, puede haber una, varias o ningu-
na funcion implicita, no lo sabemos (las condiciones no son necesarias).

» [l teorema tiene cardcter local, no nos asequra que se pueda hacer glo-
balmente con expresiones unicas.

= Como veremos a continuacion, el teorema de la funcion implicita nos
permite determinar las derivadas parciales (de cualquier orden) de g.

A partir del teorema de la funcién implicita, podemos determinar las deri-
vadas parciales de g. Abusando de la notacién, podemos escribir, suponiendo
que se cumplen las condiciones del teorema de la funcion implicita, que:

y=9x) =y (x) = (x), yn(x).

En ese caso, tenemos que para los puntos (x,y(x)) € U, se cumple f (x,y(x)) =
0 o, para cada componente

fi(x,y(x)) = 0.

Ay;

Asi, queremos determinar 8—Z, parat=1,....,m, k=1,...,n. Con este fin,
Ty

derivamos la iltima expresion respecto a la variable zy, resulta:

Ofi  0fi Oyr | Of; 8192 Ofi OYym
Oxy, * Oy, Oxy, - Oy w0y, o OYm Oy, B

Para cada k fijo, como ¢ = 1, ..., m, tenemos un sistema lineal de m ecuacio-

3fz) y su fila ¢
i,j=1,.

nes y m incognitas. La matriz de los coeficientes es ( 3

Yj

es el vector formado por las derlvadas parciales de fl respecto a las variables
PO U QR | 431 Jd. 1 i dogioao 1 4
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Si llamamos A a la matriz de las derivadas parciales de f; con respecto a y;,
entonces el determinante de A es distinto de 0 por el teorema de la funcién
implicita, y por eso, tiene inversa, A~!. La matriz columna de los términos

Ofi :
independientes es (— 8f ) . Pero ademads, considerando k£ =1,...,n,
Lk /) i=1,.m
tenemos la siguiente ecuacion matricial:
o Oh N [Ow . Ow oh o
63/1 8ym 8$‘1 al‘n &xl 8$’n
O fm Afm Y Y Ofm Ofm
Oy1 Y 0r, ox, 0ry o,
S Oy . .
donde las incégnitas son 5 L Como A tiene inversa, podemos ob-
T /) i=1,..., m

=1,...,

tener su solucién:

9 Oy of . oh
61’1 a.ﬁL’n 6:61 axn
A : : = - : : =
Oy Oum Ofn .
61’1 a.ﬁL’n 6:61 axn
L) ofh . oh
0ry ox, 0r, ox,
= | : =-AT"] :
O O O 0fu
0ry ox, 0r, ox,
Otra forma de resolverla es utilizando la regla de Cramer para k fijo. En
ese caso:
a(fla"'afm)
X,y (x
ayl _ a(yla'-'7yi—17_xi7yi+17"'7ym) ( y( ))
axk_ a(flaafm) ’
X,y (x
8(y1,...,...,ym)< y(x))
AnnAn 8<f17’fm) L L)) 1 3.4 : VIR DN | i 1.1
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Para derivadas parciales de orden 2 o superior, seguimos este mismo pro-
cedimiento.

Ejemplo 23. Sea f : R5 — R? definida por
f(z,y,z,u,0) = (U+U+$2—y2+22,u2+02+u—2xyz)

1. Estudiar si f define a v y v como funciones implicitas diferenciables
(u,v) = (91 (x,9,2), 92 (,y,2)) en un entorno de (0,0,0,—1,1).

2. Obtener la matriz jacobiana de dicha funcién implicita en caso de que
exista.

Solucion:
1. Tenemos f (z,y,z,u,v) = (f1 (x,y, z,u,v), fo(x,y, z,u,v)), donde
fl (SL’, Y,z U, U) = U+U—|—l’2—y2—|—227 f2 (SL’, Y,z U, U) = u2+v2+u—2xyz,

que son funciones continuas en R®. Ademds,

11 11
fl (070707_575) _07 f2 <O70707_§7§) _07

oh Of
ou Ov

:'é 1; :'(1)1’7&0'
ofs 0f ut 2 f00,-1.0)

ou Ov (0,0,0-3.3)

Luego se cumplen las condiciones para la existencia de funcion implicita

y existe un subconjunto U de R® que contiene a (0,0,0,—%, %), un
entorno V de (0,0, 0) y una funcién g (z,y, 2) = (91 (z,v, 2) , g2 (z,y, 2))
tales que:

{(z,y,2z,u,v) €U : f(x,y,2,u,v) =0} =
:{(l‘,y,Z,U,’U)GUi(l‘,y,Z)GM(U,U)ZQ(Z‘,?/,Z,U,U)}
—ruzaglruN-(ruyuelV}
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jacobiana en P = (0,0,0, -1 1) sera

202
991 991 Ogq1 ofi Of N\ [ _9h _Oh 0K
or Oy 0z ou  Ov Ox oy 0z
oo 9 o0 | | on on | | _on on o
oxr Oy 0z ou Ov /p Ox dy 0z / p

(1 1\ =22 2y -2z

S\ 2u+1 20 ), \ 2yz 222 23y /,

(11N /000)_ (000

L0 1 0o0o0) \0ooO0O0O)
Podiamos haber derivada implicitamente y luego haber resuelto el sis-
tema. Partimos de

0= f(xvyazagl (xayaz)agZ ("L‘ayaz)) =

Ozgl (ZE,y,Z)+gg(IE,y,Z)+ZE2—’y2+2’2,
"\ 0=¢? 2 _9
g1 (l‘,y,Z) +92 (l‘,y,Z) + 01 (:an)z) Tryz.

Derivamos estas expresiones respecto a x,y, 2:

(091 Ogs g dga  Og
0= (8:}0 * Ox 2,20 Ox +2928x * Ox V%)
dg1  0go g1 dga O
==+ = —2y,2¢1— + 29— + — — 2
o dg1  0gs dg1 dgo  Og
0= (§+§+22,2g15+292§+§—21’y .

Tenemos un sistema de 6 ecuaciones y 6 incégnitas, que particularizan-
doenz=y=2=0, son:

891 a92
_ 9% °92 0
0 ox (0,0,0) + ox (0.0.0),
0==—=(0,0,0)+ —=(0,0,0) + == (0,0,0) = == (0,0,0),
891 a92
=90 =22(0,0,0
0 B (0,0,0) + 3 (0,0,0),

o
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Observe que aqui se ha tenido en cuenta que ¢; (0,0,0) = —%, 92(0,0,0) =
%. Obviamente, la solucién de estas ecuaciones son

g1 _ 992 -
Iz (0,0,0) = B (0,0,0) =0,
g1 _ 992 -
dy (0,0,0) = dy (0,0,0) =0,
dg1 . 092 .
s (0,0,0) = 9% (0,0,0) = 0.

Ejemplo 24. Se considera la funcién f : R? x R — R definida por
fla,y,z) =1 — @y’ —ez1)
Vamos a:

1. Encontrar el valor de a tal que en un entorno del punto (1,0,a) la
ecuacion f(x,y, z) defina implicitamente una funcién z = g(z, y).

2. Calcular %(1,0) y 2—5(1,0).

9%g 02%g 9%g 9%g
3. Calcular @(1,0), 8—y2(1’0) &an(l’o) y ayaw(l,()).
Comencemos:

1. Para que se verifiquen las hipdtesis, en primer lugar f debe ser una
funcién diferenciable con continuidad en un entorno de (1,0, a), lo que
se verifica ya que

f/<x7y7 Z) = - (7376 —Z 2y _ SL’) e($7+y271z71).

Ademas, debe ser f(1,0,a) = 0, que es lo mismo que 1 —e~* = 0, lo que
implica a = 0. Finalmente, en el punto (1,0,0) debe ser D3f(1,0,0) #
0. Como Dsf(z,y,z) = ze@ v =221 entonces D3 f(1,0,0) =1, por lo
que la funcion f verifica las hipdtesis del teorema de la funcién implicita
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Si derivamos esta expresion respecto a x y a y, tenemos

ox

89 7402
— o9y — =2 (@' +y*~zg(zy)-1) _ (.
( -y, (x,y)) €

(14 = gta0) = G () ) e e

Particularizando para x = 1, y = 0 y ¢(1,0) = 0, si sustituimos es-
tas condiciones en la ecuacion anterior obtenemos los valores de las
derivadas parciales de g respecto a x y a y

99 9g

5o (1L0)=17 a—y(1,0):0.

3. Derivando las ecuaciones del punto anterior respecto a las dos variables

obtenemos:
0 0?
O:<42x5—28i(x y)—x—g x,y)
+ 737 — g(x y) — l‘ ) (1‘7+y _$g(1“y )’

% (a, y)—xm (2.9)

2% — g(z,y) — ff— (z,y ) ( — x— ))) e($7+y2—x9(w7y)—1)’

o
Il
<

+
/N 7N 7 N7 N N

0%g g 2\ (e
0= 2—x8—y2(9€,?/)+<2y—xa—( )) el v —egl@y)=1),
_[(9g %y

89 6 89 (27 +y2— _
Ny — -2 _ — =2 a'ty —zg(zy)-1)
+ ( y-y, (x,y)) (756 g9(,y) T (:v,y))) e

Sustituyendo (:p Y, g (x y)) = (1,0,0), considerando los valores obteni-

Aan A AT A loi.
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Funcién inversa. Cambio de variable.

Consideramos dos espacios vectoriales, que llamamos F, F donde hay
definida una distancia, y sea f : E — F una aplicaciéon entre ellos. En
general, estd aplicacién no es biyectiva y por eso, no existe f~!. Pero, dado
un punto a € E, si que podemos dar condiciones para que existan un entorno
V' de a y otro entorno W de f (a) para que haya una biyeccién entre V'y W,
y que asi, exista f~! en W.

Vamos a centrarnos en espacios normados de dimensién n, es decir, en
R".

Sea f=(f1,..., fn) : R — R", donde

flx,...;mp)=(filz, . .;zn), oo fa(xy, oo 20) = (Y1y oo Un) -

Si f es inyectiva, entonces su funcién inversa definida sobre f (R") se puede
obtener si sabemos resolver el siguiente sistema (expresando las z; en funcién
de las y;):

yl:fl(xla"'axn)a

Yn = fn (), x,).

Como esto es dificil en general, buscamos condiciones que nos permitan
asegurar que esto se puede hacer (o afirmar que f tiene funcién inversa). Si
f es una funcién lineal, en principio, podemos hacerlo (es un sistema de n
ecuaciones lineales y n incégnitas). Si f es diferenciable, entonces podemos
utilizando el teorema de Taylor sabemos que F' (x) = f (a) + Df (a) (x — a)
es una aproximacion lineal de f en un entorno V' de a, porque

L IF )~ ()]

walx — al

=0.
Como la matriz de la aplicacién lineal D f (a) es su matriz jacobiana, entonces
parece 16gico pensar que f tiene inversa en un entorno de a si det f’ (a) # 0.

Teorema 14. Teorema de la funcion inversa. Sean A un abierto de R™,
{l -_— (F4 {l \ - A Ja T@n TLDn UNLaWal ‘Fﬂl’y’lﬁﬂ-/{m f]ﬂ ﬁ]ﬂoﬁ LL yolia) A LAl iy A
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3. Ademds, para caday € W se cumple (f ) (y) = [f' (f > (y))] .
Ejemplo 25. Sea f la funcién f : R? — R? definida como
f(z,y) = (cosx + cosy, senx + seny).
Vamos a buscar la o las opciones correctas:

a. Es localmente inversible en cada punto de R2.
b. Posee inversa global.
c. No posee inversa global.

d. Ninguna de las anteriores.

Observamos que

flz,y) = f(z +2m y + 2m).

Por tanto, no es inyectiva y no posee inversa global en R2.

Ademsds, no en todos los puntos ha inversa local. Por ejemplo, en los pun-
tos de la forma (e, —¢) y (—¢,€), para ¢ suficientemente pequeno y positivo,
tenemos:

f({-j, _8> = f<_875>7
por lo que la funcién no es inyectiva. Como no es inyectiva en un entorno de
(0,0), entonces no va tener inversa local cerca de este punto. Por eso, no son
ciertas ni la opcién a) ni la opcién b). Sélo es correcta la opcién c).
[

Ejemplo 26. Considérense las aplicaciones f, g : R?® — R3 definidas por

Tenemos las opciones siguientes:
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Veamos que las opciones correctas son la b) y ¢).

Comprobamos dénde es diferenciable la funcion f. Es de clase C*> en
R3, por ser cada una de las tres componentes de f de clase C°° en R (por
tratarse de productos y composiciones de la funcién exponencial con funcio-
nes polindmicas). Segin el teorema de la funcién inversa, f admite inversa
diferenciable en un entorno de cada punto donde el determinante jacobiano
de f sea distinto de 0. Puesto que

2621' O O
det fl<x’ y’ z) — O _2y26y2 _eyQ — 4y2ze2$+y2,yz . 22621.+y27yz
0 —ze¥* —ye ¥

= 262V 2 (2% — 1),

[ admite inversa diferenciable en los puntos (z,y, z) € R? tales que z(2y? —
1) # 0, es decir, en el conjunto

A:{(x,y,z)eR‘g:z;&Ooy#ig}.

Por otro lado, las funciones f y g son de clase C* en R3, por tanto, su
composicion f o g también lo es. Calculemos el jacobiano de g:

1 10
detg'(z,y,2)=1]2r 0 1 |=z—22"
z 0z

En virtud de la regla de la cadena, se tiene que

det(.q o f)/<SL’, Y, Z) = det g/(f(:c, Y, Z)) det f/<SL’, Y, Z)'

Por consiguiente, go f admite inversa diferenciable en los puntos (z,y, z) € R3
tales que det ¢'(f(z,y,2)) # 0y det f'(z,y, z) # 0. Obsérvese que

1
det ¢'(f(2,y,2)) = det g'(e*", —ze"", e 7¥*) = e7¥* — 2™ = 0 <= " 1V* = =

—4dr+yz=—1In2,
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El teorema de la funcién inversa se puede aplicar en casos muy concretos
de funciones con una finalidad muy concreta. Son los cambios de variable.

Proposiciéon 15. Si f : A € R® — R" una funcion de clase 1 en A y
det f’ (x) # 0 para todo x € A entonces la imagen de cualquier subconjunto
abierto de A es un subconjunto abierto.

Definicién 16. Cambio de variable. Sea A un abierto de R™. Una aplicacion
f:ACR" — R" se dice que es un cambio de variable, aplicacion reqular
o difeomorfismo de clase q si:

1. feCi(A), ¢>1.
2. det ' (x) # 0 para todo x € A.

3. [ es inyectiva en A.

Proposicién 17. Si f es una aplicacion reqular de clase q en A (es decir,
continua y con derivadas parciales hasta orden q continuas), entonces f (A)
es abierto y f~1: f(A) — A es de clase q en [ (A).

Ejemplo 27. Cambio de coordenadas polares a cartesianas y viceversa. Sea
f: R? — R? definida por

f(p,0) = (z,y) = (pcost, psent) .

Como cosf = cos (0 + 2m) y send = sen (6 + 2m) no es inyectiva global. Es
inyectiva considerando que esta definida sobre

A={(p0) eR*:p>0,—T<f<7}.

Y en ese caso, f es un cambio de variable entre Ay f (A), donde f (A) es R?
menos el semieje x negativo.
Las ecuaciones inversas son:

p=r2+y? 0= arctgg para (z,y) € f(A).
x
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La funcién f es de clase infinito y si jacobiano

cosf —psenf 0
det f'(p,0,2) = | senf pcosh 0 |=p
0 0 1

es distinto de 0 si p # 0.

Como f(p,0,z) = f(p,0+ 27, z), no es inyectiva. Sin embargo, con el
mismo A de las coordenadas polares, es inyectiva en A X Ry f es un cambio
de variable de A x R sobre f (A x R).

Las ecuaciones inversas son:
p=Vx2+y? 0= arctgg, z =z para (z,y,2) € f(AXR).
T

I
Ejemplo 29. Cambio de coordenadas esféricas a cartesianas y viceversa. Sea

f : R?* — R? definida por

f(p,0,p) = (z,y,2) = (pcostsenp, psenfsenp, pcosyp).
La funcién f es de clase infinito y su jacobiano cumple:

cosfsenp —psenfseny pcoshcosy
det f' (p,0,2) = | senflseny pcosfseny psenfcosy | = —p®sen
coS 0 —psen

es distinto de 0 si p # 0 0 ¢ # k.
Como f (p,0,¢) = f (p,0 + 271, ) (por ejemplo) no es inyectiva. Pero si
consideramos

A={(p0,9) eR’:p>0,—m<f<Tm,0<p<7},

entonces [ es inyectiva en A y f es un cambio de variable de A sobre f (A).
Las ecuaciones inversas son:

p=at+y?+22 0= arctgg, © = arc cos :
x /.T2—|—y2—|—22
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Para ello, partimos del determinante de la matriz jacobiana:

2¢ 0
1

det f' (z,y) = ' 0 ’ = 2.

Como det f'(0,y) = 0 para todo y € [0, 1], podemos asegurar que no es un
cambio de variable.

Ejemplo 31. Sea f: A C R" — R" un cambio de variable. ;Pueden existir
a,as € A, con ay # ag tal que f(ay) = f (az)?
La respuesta es no, porque en ese caso no seria inyectiva.

1.4. Combinaciones baricéntricas

Nota importante

El estudio de los apartados Coordenadas baricéntricas y Transformacio-
nes afines no deben hacerse de forma exclusiva con este documento. Deben
estudiarse también los apartados correspondientes de “Notas de Geometria
Diferencial con aplicaciones”.

Cuando queremos describir un objeto matematicamente, lo que es un
primer paso si queremos trabajar con él a través de un ordenador, necesitamos
un sistema de coordenadas. Un ejemplo conocido son las coordenadas de un
vector de un espacio vectorial a partir de los elementos de una base suya,
o los cambios de coordenadas. Ademas nos interesa el objeto en si y no
su relacién con un sistema de coordenadas determinado. Esto significa que
vamos a trabajar con herramientas que son independientes del sistema de
coordenadas elegido.

Vamos a trabajar en un espacio bidimensional (o tridimensional), que
vamos a llamar espacio afin. Los denotamos, respectivamente, E* y E3. Sus
elementos son puntos, que vamos a denotar con las letras (minudsculas en
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son vectores, que denotamos con las letras, también minusculas en negrita,
u,v, W, y sucesivas.

Podemos escribir los puntos y los vectores como matrices fila o como
matrices columna.

Aunque escribimos igual los puntos y los vectores, no son lo mismo. Los
puntos indican posicion y los vectores indican movimiento o desplazamiento.
Por eso, podemos sumar y restar vectores, y podemos multiplicar vectores
por escalares (por ntimeros reales, en nuestro caso).

No podemos sumar puntos ni multiplicarlos por escalares, como se ve en
la siguiente figura.

A a—+b?
#

Pero podemos “restarlos” y el resultado es un vector. Por un lado, dos
puntos cualesquiera, a y b determinan un tnico vector que va de a a b. Lo
podemos determinar restando las coordenadas una a una:

v=b-—a.

Si ay b estan en E2, entonces v € R? y si ay b estdn en E?, v € R3.

Pero, por otro lado, dado un vector v € R", con n = 2,3, hay infinitos
pares de puntos a y b tales que v = b — a. De hecho, si tenemos un par a
y b con esta caracteristica, también lo van a cumplir a +w y b + w para
cualquier vector w €R3.

Un ejemplo de esto lo tenemos en la siguiente figura.
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o

b/l

n'y

Sin embargo, se pueden definir operaciones similares con los puntos. Por
ejemplo, si tenemos un segmento definido por su extremos a y b en E2 o en
E3, entonces su punto medio estd dado por la posicién

1 1 1
Pm = 2a+2b—a—i—2(b a).
Parece una suma de puntos, pero en realidad es una posiciéon mas un despla-
zamiento (un punto més un vector), al haberlo reescrito como a—l—% (b —a).
Observamos que se hace una “combinacion lineal” con los puntos, donde la
suma de los coeficientes es 1. De la misma forma, el segmento que une ay b
estd descrito por la ecuacién

ta+ (1 —1t)b, parat € [0,1].

Para cualquier ¢, el punto resultante estda en el segmento y ademas, para
cualquier punto del segmento existe un ¢ de tal forma que se para ese t
tenemos el punto. Observamos que en las dos ecuaciones anteriores, la clave

actd en ame la ennima de log ecaeficientes e 1 norane de nnievo nodemos egeribir
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i=0,...,mycon Y " A\ =1, decimos que

m
a = E )\iai
=0

es la combinacién baricéntrica de los puntos a; con pesos (o coordena-
das baricéntricas) \;. Senalamos que aunque parece una suma de puntos, en
realidad se puede reescribir como la suma de un punto mas una combinacién
lineal de vectores, porque

a:i)\iai :ao+i)\,~ (ai —ao).
=0 =1

Ejemplo 32. El centro de gravedad del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1, 1)
y (0, 1) es la combinacion baricéntrica de estos puntos de coordenadas \; = i:
1 1 1 1 11
=—(0,0)+-(L0O)+-(1,)+-(0,1)=(=,= ).
5= 0.0+ 100+ 10D+ 0.0 = (55)
De hecho, el baricentro es el centro de gravedad, y senalamos que el nombre
de coordenadas baricéntricas se deriva del término baricentro. r—

Para entender bien las coordenadas baricéntrica, vamos a definir referen-
cia afin. Se dice los puntos py, ..., p, forman una referencia afin de R" si los
vectores poP1, - - -, PoPr forman una base de R™. Si tenemos una referencia
afin pg, ..., Pn, entonces cualquier punto p se escribe de forma tunica como
una combinacién baricéntrica

p = Z AiPi-
i=0

Ejemplo 33. Vamos a comprobar que los puntos pg = (1,1), p1 = (2,1) y
p2 = (2, —1) son una referencia afin?
Veamos que los siguientes vectores son linealmente independientes:

Vl:pl_pOZ(271>_<171):<170)7
Vo = P2 —Po = (27_1)_(171):(17_2)'

El determinante de la matriz que forman es
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Ejemplo 34. Vamos a encontrar las coordenadas baricéntricas del punto
p =(0,0) en la referencia afin pp = (1,1), p1 = (2,1) y p2 = (2, —1).
Tenemos que encontrar A\g, A\; y Ay tales que

(O, 0) — )\0(1, 1) —|— )\1(2, 1) —|— )\2(2, —1),
con 1 = Ag + A1 + As. Entonces

(07 O) = )‘0(17 1) + )\1(27 1) + (1 - )‘0 - )\1) (27 _1)
- <—)\0 + 2,2)\0 + 2)\1 - 1) .

Entonces obtenemos las ecuaciones

0:—)\0+2,
0 =2\ + 2\ — 1.

Obviamente
)\0 = 27

Utilizar la relacién entre las coordendas baricéntricas obtenemos A:

3 1
Mo=1—-Dg—N=1-24+2=—.
2 0 A 2 2

Entonces 3 1
(0,0) =2(1,1) — 5(2, 1)+ 5(2, —-1).

Un caso importante de coordenadas baricéntricas son la clausura convexa
de un conjunto de puntos. Dado un conjunto de puntos a;,7 = 1---n, la
clausura convexa de estos puntos es el conjunto de combinaciones baricéntri-
cas de los puntos {a;,i = 1---n} de modo que las coordenadas baricéntricas
(también llamadas pesos), ademds de sumar 1, son no negativas. Es decir,
son los puntos a tales que
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1.5. Transformaciones afines
Una transformacion afin o afinidad en el plano esta dada por la ecuacién
f(x) =Ax+b,

donde A es una matriz no singular de la forma

a aopy
A — 00 0 ’
aipp ain

t sz
y b = (bo, b1)" representa una traslacion.
De la misma forma, podemos considerar las transformaciones afines o
afinidades en el espacio como las transformaciones dadas por la ecuacién

f(x) =Ax+b,
donde A es una matriz no singular de la forma

Qoo Qo1 Aop2
A= aip aix a2 >
Q20 A21 A2

v b =(by, by, by)" es una traslacion.
Si A =1,b = 0 entonces la transformacion es la identidad:

f(x)=Ix+0=x.
Si A =1, entonces la transformacién es una traslacion de vector b:
f(x)=Ix+b=x+Db.

Ejemplo 35. La transformacion

o= (o 1) () (6) = (51

es una traslacién de vector (1,0). —

Ejemplo 36. La transformacion
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Ejemplo 37. La transformacién en E? dada por

1 00 T T
fx)=1010 y | =1 v
0 00 z 0

es la proyeccién sobre el plano xy. No es una transformacién afin, porque la
matriz es singular.

]
Ejemplo 38. Una homotecia es una transformacion afin que a partir de un
punto fijo, multiplica las distancias por el mismo nimero. Si el punto fijo es
el origen, esta representada por una matriz diagonal A y un vector b = 0.
Por ejemplo, la transformacion

o-(32) (1)

Ejemplo 39. Si la matriz A es una matriz diagonal, y b = 0, entonces
la transformacion f reescala cada uno de los ejes por los elementos de la
diagonal de A correspondientes. Por ejemplo, la transformacién

2 0 0 T 2z
=0 =10 |ly]|={ -y
0 0 1 z z

multiplica la primera componente por 2, la segunda por -1 y la tercera per-
manece igual. pr—

Las transformaciones afines no respetan, en general, cualquier combina-
cion lineal de puntos, porque

fOx+uy) = AMx+puy)+b=NAx+ puAy+b,
M (x)+uf(y) = MNAx+b)+pu(Ay+b) = Ax+ pAy + A\b + ub
£ f(Ox+py)

cuando A+ p # 1. Es decir, cuando hay una traslacion, la afinidad no respeta
las combinaciones lineales de dos puntos, excepto si tenemos una combinacién
baricéntrica.
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Por este motivo, las afinidades transforman segmentos en segmentos y rectas
en rectas. Y ademas, respetan las proporciones entre segmentos de una recta.

Ejemplo 40. Sea f la transformacién dada por

o= (o 1) (5)+ (4)

En efecto, como 2—1 =1,2(1,0)— (0, 1) es una combinacién baricéntrica de
los puntos (1,0) y (0,1) y la transformacion es afin, debe cumplirse. Vamos a

comprobar la afirmacion:
B 1
={ 5 )

Feao-00) = 7e-n=(g ;)

(4
2f(1,0)— f(0,1) = 2((1) f)( ) g )

Entonces

) (_12).

Si A es una matriz ortogonal (es decir AA" = I), entonces la transforma-
cién es una isometria. Conserva las distancias, es decir

d(x,y) =d(f(x),f(y))-

Vamos a demostrarlo viendo que el cuadrado de ambas distancias es el mismo,
porque

Ef). ) = IfE-fOIP={&-F),fx)-Ff)
= (Ax+b—(Ay+b),Ax+b—(Ay+ b))
= Ax—y), Ax—y)=(x-y)'A'A(x—y)
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Ejemplo 41. La transformacién plana dada por

COST —Ssenmw -1 0 0
A_(senﬂ COS T )_( 0 —1)’b_(0)’

es un giro de 7 radianes, ya que

(32 (2):()-(3)

La transformacion plana dada por

B Cosg —seng (0 -1 - 1
A_(seng cos 5 >_(1 0 b= -1 )7

es un giro de 7 radianes mds una traslacién con vector (1, —1):

ren=(10) ()= () -(220)

En general, la transformacion plana dada por

cosf@ —senb
A_(sen@ cos 6 )’

es un giro de 6 radianes.

I
Ejemplo 42. Un giro de # radianes respecto al eje x esta dado por
1 0 0
A= 0 cosf —send
0 senf cosf
yb=0. [

Un movimiento en E? es una isometria donde el determinante de la
matriz A es 1. La matriz A de cualquier movimiento plano es un giro de 6
radianes y, por tanto, es de la forma

cos) —send
A_(SGHH cos f )

A menudo, estas transformaciones han sido llamadas movimientos directos y
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Ejemplo 43. Determinemos los movimientos que transforman el segmento
[(0,0),(0,1)] en el segmento [(1,0), (2,0)].Como es un movimiento, sabemos
que f debe estar dada por

¢ [ cosf —senf T bo \ [ xcost —ysent + by
I (.y) _( senf cosf )(y)+(b1)_(xsen0+ycose+b1 '
Ademsds, sabemos que hay dos posibilidades: (0,0) se transforma en (1,0) y

(0,1) en (2,0) o (0,0) se transforma en (2,0) y (0,1) en (1,0). El primer caso
se reduce a

- Ocost) —0sen®+by \ (b (1
70,0 = <OSen0+OCOSH+bl)_<b1)_<0)’
£(0.1) = Ocost) —1sen®+by \ [ —1lsen@ +0by \ [ 2
’ o Osenf +1cos@ +b, | 1cos@ + by N0 )

Tenemos las ecuaciones

bp =1, by =1,
61:0, — blzoa
—senf +1 =2, senf) = —1,
cosf +0=0. cosf =0,
3
— by=1,b,=0,0= 7”

En este caso, la transformacién serfa un giro de 2T radiantes mds una tras-

2
lacién de vector (1,0)

= (5 ) () (8)

Para el segundo caso, tenemos
- Ocos —O0senf+0by \ (b \ [ 2
£(0,0) = (OSen0+OCOSH+b1)_<b1)_<0)’
£(0.1) = Ocos —1senf+0by \ [ —lsent+by \ (1
’ o Osenf + 1cos@ +b, | 1cosf + by N0 )

Resulta el sistema:
a AY L a AY
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1.6. Ejercicios

1. Consideramos en el espacio de las funciones continuas en el intervalo
[0, 1], C]0,1], el producto escalar

%MZAf@M@M

para f, g € C|0,1]. Determine un polinomio de grado 2 que sea ortogo-
nal a f(z) =2 — 3.

Solucién: Si g (x) es un polinomio de grado 2, debe ser de la forma
g (z) = ax® + bx + c. Para que sea ortogonal a f (x) debe cumplirse

(f,g) = /Of(x)g(a:)d:c:/o (z —3) (az® + bx + ¢) d

= / (ax?’ + bz? — 3ax® + cx — 3bx — 30) dx
0

1 1 1 1
= a/ z?dx + (b — 3a) / 2?dz + (c — 3b) / xdr — 30/ dx
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
= a1x4’0+(b—3a)§x3}0+(c—3b)§x2’0—3c:p|é
a+b—3a+c—3b 5
= - — 3c
4 3 2
~ 3a+4b—12a+ 6¢ — 18b — 36¢
B 12
B —9a—14b—3()c_0
= o =
Esto ocurre, por ejemplo, si a = 10,b = 0,¢c = —3, siendo en este caso,

g(z)=102* -3

2. Consideramos en el espacio de las funciones continuas en el intervalo
[0, 1], C0, 1] el producto escalar

o) = [ 1@,
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Solucién: (1,2,3,4) - (—1,—2,—3,—4) = 1(—=1) +2(=2) + 3(=3) +
4(—4)=—-1—4-9—16 = —30.

1(1,2,3,4)] = VITF 25 321 £ = v/30.
11, -2, 3, )] = /(=1 + (=2)° + (=3)* + (—4)" = V/30.

4. Sean E un espacio vectorial normado tal que su norma || - || proviene
de un producto escalar. Probar que si z, y € E verifican que ||z +y|| =
lz]| + [ly||, entonces x e y son linealmente dependientes.

Solucién: Como ||z +y|| = ||z||+ ||y|| ¥ || - || proviene de un producto
escalar, entonces ||z + y||*> = ||z||* + ||y||* + 2||=||||y], es decir,

(+y,z+y)=(x,2)+ (y,y) +2(x,y) = =]|*+ |y]* + 2|y

y por tanto
(z,y) = llzlllyll

Razonando por reduccién al absurdo, si x e y no son linealmente de-
pendiente entonces se cumple que x — Ay # 0 para todo A € R. Por
consiguiente

|z — Ayl >0 para todo A € R.

Entonces
(x — My, x — \y) = (z,2) =2 (2,9)+\* (y,y) > 0 para todo A € R.

(razonando como en la demostracién de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz) la ecuacién anterior en A no puede tener una raiz real y, por
tanto, su discriminante es menor que cero

| <':U7y> ‘2 o <y7y> <.T,.CL’> <0.
Pero como (z,y) = ||z]|||y|| se cumple que

lo cual es una contradicciéon. Luego existe A € R tal que z = Ay o
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Estudiar si existen derivadas parciales de f en el punto (0,0) y deter-
minarlas en caso de que existan. jEs f una funcién diferenciable en
(0,0)?

Solucién: Si se considera que f no esta definida en (0, y), entonces no
existen derivadas de f en el origen, no siendo tampoco diferenciable.

Por otra parte, como

lim  fo(z,y) = lim T — lm cosw = 1,
(2,4)—(0,0) (z,y)—(0,0) X (2,y)—(0,0)

podriamos considerar f5(0,¢) =1y f(0,t) = (|t|, 1) para garantizar la
continuidad de f en el origen. En este caso,

D, £1(0,0) = lim fi(t,0) = /1(0,0) = lim

t—0 t t—0

[t =0

que tampoco existe. Igualmente, no existe Dy f1(0,0). Para fo

t — sent _ 1 P
l%ﬁmﬁ):mnh(ﬂ) ﬁmﬁ):ﬁm—L___:HmEE___:O
=0 t =0 t t—0 2
o f0,8) = £(0,0)0 . 1-1
D, >(0,0) = lim t ~ limy 0

por lo que si que existirian las derivadas parciales de f;. Pero como no
existen D1 f1(0,0) y D2f1(0,0), en ninguno de los dos casos es f una
funcién diferenciable.

. Razone si es cierto que una funcién de clase uno, f : R? — R2, con
det f' (x,y) # 0 en cualquier punto de R?, cumple:

a) Es invertible en un entorno de cualquier punto de R?,
b) Es inyectiva,
)
)

¢) Es lineal.

d

Ninguna de las anteriores.

QAaliicridAn. o ciorta la ancidn o) nar ol Tacrama do 1o frineidn inxorca
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7. Sea f : R? — R? la funcién definida como

flz.y) = (ye*, zy).
JEn qué puntos podemos asegurar que f tiene inversa local?

Solucion: Comprobamos dénde se cumplen las condiciones del teorema
de la funcién inversa. Como cada una de las componentes son infinita-
mente derivables, f es una funcién de clase infinito. El determinante
de la matriz jacobiana en un punto (z,y) es

xT

det f' (z,y) = ' ye = zye’ —ye' =ye’ (x —1).

Y

Podemos asegurar que tiene inversa local si este determinante es dis-
tinto de 0 y esto ocurre si

y#0, z#1
Asi, los puntos en los que podemos asegurar que f tiene inversa local
esenlos {(r,y) eR? :y £ 0y x #1}.

8. Sea f :R? — R? la funcién definida como

flzy) =@ —y,2° +y).

Elija los puntos en los que f tiene inversa local en un entorno suyo:

a) (0,0)
b) (1,1)
c) (0,1)

d) Ninguna de las anteriores.

Nota: Notese que el Teorema de la funcién inversa da condiciones su-
ficientes, pero no necesarias para que una funcién tenga inversa en un
punto. Por eso, aunque en un punto no se cumplan las condiciones, la
funcion puede tener inversa, y entonces ahi hay que estudiar si aun asi,
la funcion es invertible.

Solucién: Es correcta la opcién b).

Il 1 h I | 1 11 11 C =z
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Podemos asegurar que f tiene inversa local en un entorno de cada
punto en donde este determinante es distinto de 0. Como se anula en
los puntos de la forma (0, y), sabemos que la respuesta b) es correcta.

Pero aunque en los puntos (0,0) y (0,1) el determinante sea 0, no po-
demos asegurar que no tenga inversa (el Teorema de la funcién inversa
da condiciones suficientes). Por eso, vamos a buscar una expresién de
la posible inversa de f y ver si en entornos de estos puntos, existe.

Podemos calcular la inversa de la funciéon despejando:

2 _ 2 _ utv
rr+y=u . 7=
l‘2—’y:1) y:u§v

Entonces, como obtenemos una expresion de 22 en funcién de u y v, si
intentamos despejar, para cada valor de u y v obtenemos dos valores de
x. Y por esto, observamos que en cualquier entorno de un punto de la
forma (0, y), existen dos puntos en él de la forma (e1,y) y (—¢1,y), tales
que la imagen de estos puntos por f es la misma. Por eso, la funcion
no es inyectiva y por tanto, no tiene inversa local en estos puntos.
Asi podemos concluir que las opciones a) y ¢) no son correctas.

9. Sea f:R? = R la funcién dada por f(z,y) = 2* — y* — y*x + 1. Elija
la opcion correcta.

a) La funcién f define una funcién implicita y = ¢(x) en un entorno

de (0,0).

b) La funcién f define una funcién implicita y = ¢(x) en un entorno

de (0,1).

c¢) Ninguna de las anteriores.

Solucién: Es correcta la opcién b).

Veamos que se cumplen las hipotesis del teorema de la funcién implicita
en (0,1). La funcién f es de clase C* en R? por ser polinémica y se
tiene que f(0,1) = 0. Puesto que se trata de despejar la variable y, hay
que comprobar que Dy f(0,1) # 0:
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una unica funcién ¢ : V- — R de clase C* en V tales que Dy f(z,y) # 0
para todo (z,y) € Uy

{(z,y) €U : f(z,y) =0} ={(z,y) €U :x € V,y = p(x)}.

Luego en el entorno U de (0,1) f define la funcién implicita y = ¢(x).
En el punto (0,0); no se tiene que f(0,0) = 0, por tanto, la opcién a)

no es correcta.

10. Se considera la funcién f : R?® — R definida por
f(ﬂf, Y, Z) —1— e(:v5+yf:vz71).
Elija la o las opciones correctas:

a) Sia =0, podemos asegurar que la funcién (x,y, z) define implici-
tamente una funcién z = g(x,y) en un entorno de (1,0, a).

b) Sia =1, podemos asegurar que la funcién (x,y, z) define implici-
tamente una funcién z = g(x,y) en un entorno de (1,0, a).

c) Sia = —1, podemos asegurar que la funcién (z, y, z) define implici-
tamente una funcién z = g(x,y) en un entorno de (1,0, a).

d) Ninguna de las anteriores.

Solucién: Vamos a ver para qué valores de a se cumplen las condiciones
del teorema de la funcién implicita. Para que se verifiquen las hipdtesis,
en primer lugar f debe ser una funcién diferenciable con continuidad
en un entorno de (1,0, a), lo que se verifica ya que f tiene diferencial,
que es

fl(x7 Y, Z) = (_ (5374 — Z) e($5+y7:vz—1)’ _e($5+y*332*1)’ xe(x5+yf:vzfl)> .

Y asu vez es continua, por ser producto de funciones continuas. Ademas,
debe ser f(1,0,a) = 0, que es lo mismo que 1 — e~ = 0, lo que implica
a = 0. Finalmente, en el punto (1,0, 0) debe ser D3f(1,0,0) # 0. Como
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11. Sea g la funcién z = ¢(y, z) definida implicitamente en un entorno
del punto (zo,yo,20) = (=1,—1,1) por la funciéon F(z,y,z) = z* —
In(zyz) — (x4 2)* — 5y — 6 = 0 ses diferenciable en (yo, 20) = (—1,1)?
Razone la respuesta.

Solucién: Si, porque D;F(—1,—1,1) # 0 y F(-1,—1,1) = 0. El
teorema de la funcion implicita garantiza que g es diferenciable en su
entorno de definicion.

12. Sean los puntos py = (0,1), p1 = (1,1), p2 = (2,—1). ;Son una refe-
rencia afin? En caso de que lo sean, determinenense las coordenadas
baricéntricas Ao, A1, A2 de un punto (x,y) respecto a esta referencia.

Soluciéon: Comprobamos que son una referencia afin. Veamos que los
siguientes vectores son linealmente independientes:

(1

V1:P1—P0:( ) ( ): 7)
va=p2—po=(2,—-1)—(0,1) = (2,-2).

Podemos comprobar que son linealmente independientes viendo que no
es 0 el determinante de la matriz

1 0
15|20

Por tanto, base de R?, ya que son dos vectores linealmente indepen-
dientes y las bases de R? estdn formadas por dos vectores.

Las coordenadas baricéntricas de un punto (z,y) son
(:E,y) = )‘0(07 1) + )‘1(17 ]-) + )‘2(27 _1)7
con 1 = Ag + A1 + As. Entonces

(l‘, y) = )\0(0, ].) -+ )\1(]_, 1) + (1 — )\0 — )\1) (2, —1)
= (=2 0 — A1+ 2,2 g+ 2\ —1).

Entonces obtenemos las ecuaciones
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Sustituyendo esta igualdad en la segunda ecuacion, tenemos el valor de
)\02

2o=—r-M+2=—12—-—2r—-y+1+2=-20—-y+3

= )\ 1 +3
=—r—-y+ -.
0 2y T3

Y ya solo nos queda utilizar la relacion entre las coordenadas baricéntri-
cas para tener \o:

1 3 1 1

Estas son las coordenadas baricéntricas.

=g % )x+ (o)

determinese la imagen de la recta y = x + 2 por esta aplicacién afin.

13. Dada la afinidad

Solucién: Los puntos de la recta y = z +2 son de la forma (z, z + 2)".
Su imagen por f es

f(x,x+2):<(1) 2_1)<xi2)+<é)=<ffct52)

Obtenemos los puntos de la forma

3 + 5
—x—2 )
Esto es lo mismo que escribir que son los puntos (x,y) que cumplen:

r=3\+5, y=—-\—2,

o, considerando A = —y — 2, la recta
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1. Ejemplos de curvas. Visualizacion en el or-
denador.

Intuitivamente, una curva es la trayectoria de una particula o de un movil
en un plano o en el espacio. Podemos suponer que depende del tiempo, sin
perder generalidad. En ese caso, decimos que la posicion esta dada por la fun-
cién x (t). Si estamos en el plano, esx (t) : I C R — R? x (t) = (z (1) ,y (1)),
mientras que si estamos en el espacio, tenemos x (t) : I € R — R®, con
x(t) = (z(t),y(t),z(t)). En general, podemos escribir x (t) : I C R — R".

Vamos a centrarnos en curvas en el plano, pero sabiendo que el estudio
que vamos a hacer puede extrapolarse a curvas en un espacio de dimensién
mayor, para subconjuntos de R"™ para n > 2 que son, en cierto sentido,
unidimensionales o que dependen de un tinico parametro.

La velocidad de la particula estd dada por la funcién (en caso de que
exista)

dt

Como vamos a trabajar con curvas donde este vector exista (vamos a utilizar
herramientas del célculo diferencial), vamos a pedir que la funcién x (t) sea
diferenciable hasta donde necesitemos.

Por otro lado, si conocemos la posicién inicial (en el instante t;) de la
particula, que es X, y su velocidad v (t), podemos reconstruir su trayectoria,
sin mas que hacer: t

x () :xo—i-/ v (s)ds.
to

La aceleracion de una curva es la derivada de la velocidad, es decir es
a(t)

d*x (t)
dt?

Vamos a comenzar con el estudio de algunas curvas.

a(t)=x"(t)=

Ejemplo 1. Un punto es una curva. Si sus coordenadas son (a, b), su ecuacién
es

x(t) = (a,0)
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\]

31 < (1,-3)

Ejemplo 2. Una recta es el movimiento que describe una particula mo-
viéndose con velocidad uniforme, es decir, su velocidad es

v (t) = (v, v9).

Entonces, si en un instante ¢ = ¢y pasa por el punto (a,b), determinamos la
ecuacion a partir de la velocidad:

x (1) :Xo+/t:v(s)ds: (a,b) + (/;vl (s)ds,/t:vQ(s)ds)
= (a,b) + (/t: vlds,/t: v2ds)

= ((l + Ult — Ulto, b + Ugt — Ugto) .
Sus coordenadas son:

r=a+v (t —t),
y:b+v2(t—t0).

Obviamente, es la ecuacién de una recta que pasa por (a,b) y con vector
director (vy,vs). En la figura se representa para (a,b) = (1,—-3) ent =0y
v = (—1,2), cuya ecuacion es

x(t) = (1—t,—3+2t).

Una recta puede ser recorrida a velocidad no constante.
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Un vector director es (1, —3). La velocidad con la que se recorre es:
v (t) = (— sent,3 sent).

Como su médulo es v/10 sent, no es constante. Su aceleracién es
a(t) = (—cost,3cost).

Su médulo es v/10 cost, que tampoco es constante.

Se representa con wxplot2d ([ [’parametric, 1+cos(t), -1-3*cos(t),
[t, -6, 6], [nticks, 300]1], [x,-5,5], [gnuplot_preamble, "set size
ratio 1; set zeroaxis;"])$. El resultado es:

(-3 cos(t))-1
=

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Ingenieros
Industriales

Apuntes de Complementos Mateméticos M

En este caso, la aceleracion es constante.

Se representa con wxplot2d([[’parametric, t~2, 3+2*t"2, [t, -6,
3], [nticks, 300]1], [x,-5,5],[y,0,25], [gnuplot_preamble,
"set size ratio 1; set zeroaxis;"])$.

El resultado es:

25

20

2243

Ejemplo 5. Una circunferencia es una curva donde todos los puntos estan
a la misma distancia de uno dado, que es el centro. La distancia se llama
radio. Sus puntos cumplen la ecuacion, para radio r y centro pg = (c1, ¢2)

(z—c)' +(y— )’ =1
Puede parametrizarse con
x (t) = po + (rcost,r sent).
Se recorre con una velocidad
v (t) = (—r sent,rcost),

y la aceleracién es
a(t) = (—rcost,—r sent).
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las componentes estan dadas por funciones racionales. Su velocidad es

t t— 144t

V<t):(4(1+t2)2’_ (14 2) )

—1 + 3t? t? -3
a(t):<—4 P g )

a+e) ey

y su aceleracion es

Se representa a continuacién:

\
\

-1.5 =k -0.5 0 0.5 1 15

Ejemplo 7. Las dos componentes de la curva de R? dada por
x(t) = (£°,¢%)

son polinomios. Su velocidad es
v (t) = (3t*,2t)

y su aceleracion es
a(t) = (6t,2).
Se representa en la siguiente figura

1

0.6
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En este ultimo ejemplo hemos visto que las componentes son polinomios.
Es un caso de las curvas polinémicas. Sus componentes son polinomios de
grado n > 1, y podemos escribirlas como

x (t) = (ag + art + ... + apt", by + bit + ... + byt")

donde algunos coeficientes pueden ser 0. Por ejemplo, si a, 1 = a, = 0,
entonces el grado de la primera componente es n — 2.

Ejemplo 8. Curvas polinémicas son, por ejemplo, las siguientes
x(t)=(1+t—=36¢+¢),
y(t)=(-4-3t—t*—t°, -1+t -2 — %),

w (t) = (3t,1+4t7).
]

Observamos que las curvas polinémicas estan controladas por n + 1 coe-
ficientes, como mucho, por cada componente. Podemos escribir estos coefi-
cientes como puntos de R?, que llamamos v;, para escribir la curva como

x (1) = Z vit'.
=0
Ejemplo 9. En el ejemplo anterior, podemos escribir las curvas como

) = (1,0) + (1,0)t + (=3,1) > + (0, 1) °
y () = (=4, —1) + (=3, 1)t + (=1, =2)t* + (=1, -1) 3,
) =(0,1)+ (3,0) > + (0,4) t*.

(

t) los puntos v; son

V0:<170)7 \4! :<170>7 V3:<_371)7
v5:(0,1), V2=V4:(070)-

Para y (¢) tenemos
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Representamos los puntos y la funcién y (¢), en la siguiente gréfica, que
se ha hecho con Maxima:

2
v
1t "
0 /
~ N
V0 V3
0 /
\ I
21
3|
4 . . . .
-8 -6 -4 -2 0 2

En esta gréafica, vemos que la curva dada por los puntos no describe el
poligono que une estos puntos. pr—

Una de las explicaciones a la afirmacion anterior es que si transformamos
los v; por una afinidad f : R? — R? con f (x) = Ax+ b, entonces la curva
que describen los transformados no coincide con la transformada de la curva,
es decir, en general se tiene que:

FO) £ D (v

Ejemplo 10. Veamos con un ejemplo que la curva transformada mediante
una afinidad no coincide con la curva asociada al poligono transformado.
Tomamos la curva dada por:

2
x (1) = (L,=1) + (1,0)t + (2,=2)# = (1 4+t +2% —1 - 267) = Y vt
=0
donde

Vo = (]-7_]-)7 Vi = (170)7 Vo = (27_2) :
Elegimos la afinidad f (x) = Ax + b, con
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Entonces tenemos:
2
Fx() = Avit +b
i=0
(1 2 1 . 1 2 1 ;
L0 -1 —1 0 -1 0
1 2 2 9 0
(o ) (%) ()
[ t=2t2—1
- 2t2 + 2 ’
2 2 2
dfvit =D Avit' +) bt
i=0 i=0 i=0
(1 2 1 . 1 2 1 ’
L0 -1 —1 0 -1 0
1 2 2 9
(0 5)( %)
0 0 0 9
(1) (1) (V)
[t=2t2—1
T\ t+3t2+2 )
Ambas curvas son distintas porque si las representamos graficamente vemos
que no coinciden. Lo podemos hacer en Maxima con
wxplot2d ([ [’parametric, t-2%t~2-1,2*%t"2+2, [t,0,1], [nticks,300]],
[’parametric, t-2%t"2-1,t+3*t"2+2, [t, 0, 1], [nticks, 300]]],

[legend,falsel) ;.
|

Esta relacién entre poligono y curva se puede mejorar escribiendo los
polinomios respecto a una base adecuada, y no respecto a la base estandar
{1,¢,t%,...,1"}. En la btsqueda de una mejor relacién entran en juego las
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2. Curvas de Bézier. Visualizacion en el or-
denador.

El diseno de curvas ha sido importante para la ingenieria desde tiempos
antiguos. El primer registro de uso industrial de curvas se remonta a los ro-
manos, vy su finalidad era la construcciéon de barcos. Utilizaban una especie
de moldes reutilizables para construir las cuadernas que conforman el casco
del barcos. Mas adelante, en tiempo de la Republica de Venecia, se perfeccio-
naron estas técnicas, haciendo que las cuadernas estuvieran dadas por unos
puntos por los que debian pasar, dando lugar a los splines.

Mas adelante, con el desarrollo de la industria aerondutica y automo-
vilistica, se perfeccionaron esos métodos. En la década de 1950 de anadio el
disenno numérico, utilizando ordenadores y desarrollando lenguajes y progra-
mas con este fin. Pero permanecia un problema: el diseno se basaba en un
modelo maestro, ya fuera fisico, sobre un papel o con datos en un ordenador,
y el resultado final no siempre coincidia con el diseno original. En la segunda
mitad del siglo XX, hacia 1960, el esfuerzo de muchos ingenieros, matemati-
cos y fisicos trabajando en el diseno de la carroceria de aviones y automéviles
se concentrd en resolver estas dificultades.

En este contexto, el matematico Paul De Casteljau disend, mientras tra-
bajaba en Citroén, un algoritmo para el diseno de curvas que fueran escalables
y que resolvieran el problema de las diferencias entre el diseno y su mate-
rializacion. La idea era definir la curva a partir de unos puntos, pero que no
estuvieran necesariamente en ella. Estos puntos definian, de alguna forma,
direcciones tangentes a la curva, pero la curva no debia pasar por ellos. Por
eso, cambios en los puntos inducen cambios en la la forma de la curva, pero
de forma mas suave. Por las ventajas econémicas que suponia para Citroén,
este sistema fue mantenido en secreto al menos hasta 1964.

Casi simultaneamente, Pierre Etienne Bézier, ingeniero francés, desa-
rrollé6 de forma independiente el mismo sistema sistema de diseno asistido
por ordenador mientras trabajaba en Renault y lo aplicé para el diseno de
carrocerias de los coches. El resultado es conocido como curvas y superficies
de Bézier, de gran importancia en el diseno actual.

Los graficos vectoriales se basan, mayoritariamente, en las curvas y super-
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sélo del poligono de control, que son “suaves” (diferenciables en terminologia
matemadtica), totalmente escalables o son muy versatiles pudiendo adoptar
formas similares a la recta o el plano o mucho més complejas (dependiendo
del nimero de puntos del poligono de control y de su posicién).

Finalmente, senalamos que las curvas y superficies de Bézier son actual-
mente empleadas en programas como Adobe Illustrator, CorelDRAW o Inks-
cape. Ademas, son las curvas estandar utilizadas en PostScript o en las fuen-
tes escalables TrueType and PostScript Type 1.

Ya hemos repasado qué es una afinidad y las coordenadas baricéntricas.
Podemos comenzar el estudio de esta parte con el apartado 2.2.3 del docu-
mento Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés,
dedicado al algoritmo de Jarvis. Una implementacién del mismo en Maxima
estd en el documento Ejercicios-resueltos-con-Maxima-tema?2.

Debemos continuar con la lectura de este apartado. Los apartados 2.2.4.
Polinomio de Bernstein y 2.2.5. Curvas de Bézier complementan lo aqui ex-
plicado. Se debe finalizar con el apartado 2.2.6. El algoritmo de De Casteljau,
del documento Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio
Valdés.

2.1. Polinomios de Bernstein

Una curva plana polinémica es una curva dada por

donde z (y),y (t) son polinomios de grado n.
De forma similar, una curva polinémica en el espacio es una curva definida
por una expresién de la forma

donde z (y),y (t), z (t) son polinomios de grado n.

En los dos casos, las funciones z (t),y (t) (y z (t), en su caso) se pueden
escribir a partir de polinomios de una base del espacio vectorial formado por
los polinomios de grado n. Este espacio vectorial tiene dimensiéon n+ 1 y una
base suva es
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para b; € R? o R?, dependiendo de si la curva es plana o espacial. Los
elementos b; son las coordenadas de la curva en la base dada.
Ejemplo: La curva

x(t)=(t"— 1,2 + t +2,t° + 1)
es una curva polinémica, que podemos escribir como
x (t) = (1,0,1) ¢ + (0,2,0)¢* + (0,1,1)t + (—1,2,0).
Por tanto, las coordenadas de la curva en la base {1,¢,t? 3} son
(-1,2,0),(0,1,1),(0,2,0),(1,0,1).

Si expresamos una curva polinémica en la base {1,¢,...,t"}, las coor-
denadas b; en esta base cambian si aplicamos transformaciones afines, en
general. Este es un problema en el diseno de curvas, porque entonces la ex-
presion de la curva representada en un modelo, es distinta de la expresion
obtenida para la curva a otro tamano, por ejemplo.

Por eso, vamos a intentar sustituir esta base por otra, que llamamos

{Bg (1), By ()., By (1)}

de tal forma que sea invariante a las transformaciones afines. En esta base,
podemos escribir una curva cualquiera como Para ello, vamos a pedir que se

cumpla .
> Br(t)=1.
i=0

Entonces, si la curva esta expresada como

x(t) = Zb?Bi" (t),

para cada t, tendriamos una combinacion baricéntrica de puntos. Va a ser
invariante respecto a transformaciones afines.

Una forma sencilla de encontrar estos polinomios B} (t), que llamamos
polinomios de Bernstein, es desarrollando la igualdad
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Llamamos
Bfuy:(?)tm1—w"ﬁ
Son n + 1 polinomios, que ademas son linealmente independientes.

Proposicion 1. Los polinomios de Bernstein son una base del espacio vec-
torial de los polinomios de grado menos o igual que n.

Demostracion. Sabemos que

Bg(t):(l—t)”:l—(T)t+<g)t2+...+(—1)"t",

Bmw:(?)ﬂu—wmz(?)ﬂ%i@.

Por eso, escribiendo la matriz de los coeficientes respecto a la base canénica
{1,t,t%,...,t"} es

o o
R

(@] —_ 3
N——

|

R

_ 3
TN~
NS
N—— 3
=

—_

——

| |

— —
= T3
Lol
R R

0 0 1
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2.2. Curvas de Bézier

Observamos que si tenemos una curva polinémica, expresada a partir de
los polinomios de Bernstein, nos basta con dar sus coordenadas {b!}, por
lo que la curva estd definida de forma tnica por estos puntos, que llamos
poligono de control.

Muchas veces, técnicamente, las curvas de Bézier suele hacer referencia al
sistema desarrollado por el algoritmo de De Casteljau para el diseno industrial
de curvas. Nosotros vamos a llamar curvas de Bézier a las curvas dadas
por la expresiéon

x(t) = bIBI(t),t€[0,1]
i=0
si B! (t) son los polinomios de Bernstein y {b!"} es el poliogono de control.
Ejemplo 11. La curva dada por
x(1) = (1,1) By (t) + (0,2) B (1) + (2, —1) By (t) + (0, —3) B3 (1)

es una curva de Bézier, con poligono de control {(1,1),(0,2),(2,—1) (0, —3)}.
Si desarrollamos los polinomios de Bernstein, podemos escribirla como

xwzwLm<g)wu—wﬂumm<f)ﬂu—52

(z_m<§)ﬁ@—wkum—a<g)ﬁu—w°
(L) (1 —1)%+(0,2)3t (1 —1)* 4 (2,-1)3t* (1 — t) + (0, =3) 3

B ( (—t+1)* + 662 (=t +1), )t
T\ BB (=t 1) 6t (—t+ 1) =32 (—t+1) )

_I_

Ejemplo 12. Vamos a escribir la curva x(t) = (t*+t—2,t*—8) con t € [0, 1]
como una curva de Bézier.

El grado maximo de los polinomios que forman las componentes es 3,
entonces se puede escribir como una curva de Bézier a partir de los polinomios

™_ 1t 1 Q
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:bo(g)to(l—t)3+b1(i’)tl(l—t)z

+b2<g)tQ(l—t)1+b3<§)t3(1—t)°
= by (1 —1)° +by3t' (1 —t)” + by3t? (1 —t)' + bst®.

Si llamamos b; = (b}, b?), entonces

X (£) = (0, 90) (1 = )" + (21, 31) 3¢ (1 = )" + (w2, 42) 33 (1 = )" + (w3, 5) ¢

. o — 3l‘0t + 3[L‘0t2 - l‘ots + 3tl‘1 - 6t2l‘1 + 3t3l‘1 + 3t21L‘2 - 3t3ZL‘2 + t3l‘3, !
U w0 — 3yt + 3yot® — yot® + 3tyor — 6t°y1 + 33y + 3t7ys — 33y + Py

_( @0+ (=330 + 371) t + (3z0 — 61 + 372) t?2 + (—xg + 371 — 319 + 73) 13, )t
Yo + (=3yo + 3y1) t + (3yo — 6y1 + 3y2) ¥ + (—yo + 3y1 — 3y2 + y3) *
=2+t —2,t*-8).

Igualando la segunda componente, obtenemos:
Yo+ (—3yo + 3y1) t+ (3yo — 6y1 + 3y2) £+ (—yo + 3y1 — 3y2 +y3) t° = 17 =8,
lo que implica

Yo = —8,
—3Y0 +3y1 = 0= y1 = yo = =8,
3?/0—6?/1+3y2=0:>92:—yo+2y1:8+2(—8):—8,
—Yo+3 —3ytys=1=ys=1+yo— 31 +3y2 = —T7.

De la misma forma, con la primera componente, tenemos:
SL’Q—F(—?).TO + 3371) t-'-(?)ﬂfo - 6.1’1 + 31’2) t2—|—<—l’0 + 3371 - 3.1’2 + .I‘3) t3 = t2+t—2
Se deduce:
To = _27
)
—3l‘0+3l‘1:1:>3$’1:1—6:—5:>ZL'1:—§,

39— 6x1+3r9=1= 323 =1— 329+ 611
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Entonces, se puede escribir:

x(t) = (£ +t—2,t> —8) = byBS (t) + by B? () + by B3 () + bs B (1)

(—2,-8) By (t) + (—g —8) B} (t) 4+ (—1,—8) B (t) + (0,—7) B3 (t).
La gréfica es:

-7

-1.2

74

-2 -1.5 -1 -05 0

Observacién 2. Una curva de Bézier verifica x(0) = by, x(1) = b,,.
La expresion de una curva de Bézier es

x(t) = Z b, B! () .

Sabemos que

Bf(t):<?)ti(1—t)”i.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

Ademds:
B = (5 )0 =0 B O =1 B =0,
Bg(t):(Z)tm—t) ", B"(0)=0, B"(1)=1

Por eso:

= Zn:bz‘an (0) = by,
Zb B (1) =

Observacioén 3. Las curvas de Bézier son invariantes bajo transformaciones
afines, es decir, si f es una transformacion afin entonces:

/ (Z b} <t>> =2 [

Si f es una transformacion afin, entonces f (x) = Ax+b. Ast:

f (ibiB?(t)> :Azn:biBy ) +b= ZAb B (t +ZbB”
=0 i=0

=) (Ab; +b) B! (t Zf

=0

Observacién 4. Una curva de Bézierx (t) = Y. b;B! (t) permanece den-
tro de la envoltura convexa del poligono de control, sit € [0, 1].

El poligono de control es {bg, by,...,b,}. La envoltura convexa son los
puntos de la forma

i)\lbl, con i)\z = ]_, )‘z Z 0.
1=0 1=0
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Observaciéon 5. Simetria de las curvas de Bézier: La imagen de una curva
de Bézier con poligono de control {by,...,b,} coincide con la de la curva
que tiene el poligono de control invertido, es decir, {by,,...,bg}.

Tenemos que ver que cualquier punto de Cy, curva de Bézier con poligono
de control {by,...,b,} esd en Cy, que es la curva que tiene el poligono de
control {b,,, ..., bo}. Llamamos, para esta sequnda curva, a; = b,_; y asi,
el poligono de control es {ay,...,a,}. Supongamos que (to,y ;b B! (to))
es un punto de Cy, con ty € [0,1]. Entonces:

ZbB"to Zb( )t’l—to)
=3on () a-mu-a-n

:ibi<?)(1—t1 t’“—Zb( " )(1—t1)t§”
—ZbB (1—t)) = an]B"tl Za]B"tl

sit; =1—tg €[0,1]. Pero este punto estd en Cy para t = t;. Por eso, es un
punto de Cy.
El reciproco se demuestra igual.

Observacién 6. Una curva de Bézier es tangente al poligono de control en
los extremos del mismo.
La curva de Bézier con poligono de control {by,...,b,} es

S b
=0

Hay que demostrar que b’ (0) es paralelo a by — by y que b’ (1) es paralelo a
b, —b,_i.
Para el primer caso, tenemos
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Para demostrar que b’ (1) es paralelo a b,, — b,,_1, repetimos el proceso
anterior, utilizando que B (1) =1, B! (1) = 1 para i # 0:

n—1
b' (1) =) nAb;B'" (t) = nAb, 1 B}~} (0) = n (b, — b,_1),
=0

quedando asi demostrada esta propiedad.

Ejemplo 13. Vamos a escribir la curva x(t) = (t*+t—2,t3—8) con t € [0, 1]
como una curva de Bézier utoilizando estas propiedades, como hicimos en el
ejemplo 12. Podemos calcular los puntos de control como:

El resultado es el mismo que en el ejemplo citado. pr—

Ejemplo 14. Vamos a calcular la curva de Bézier cuyo poligono de control
es (—1,2), (0,1), (1,1), (1,-1), (2,5).
El poligono es

by = (—1,2), by =(0,1), by = (1,1), b3 = (1,—1), by = (2,5).
Entonces la curva de Bézier cumple

x (1) = BBl (1),

para los polinomios de Bernstein
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Entonces la curva de Bézier es

x (1)

I
—~
|
—_
[\
~
Sy
(=R
—~
~
~—
+
—~
\.O
—_
~—
Sy
—
—~
~
~—
+
—~
—_
—_
~—
Sy
[\CRYS
—~
~
~—
+
—~
—_
—_
~—
Sy
[PSTN
—~
~
~—
_I_
—~
\‘[\D
()
~
&
—~
~
~—

(-1,2) < g)to(l—t)4+(0,1)<

4

1

+(1,-1) 4 21—t +(2,5) 4

3 4

(=1,2) (1 —t)* + (0, 1)4t (1 — t)® +
+(1,-1)48 (1 — ) + (2, 5)¢*

= (=14t — 4% + 3t4,2 — 4t + 6t° — 12¢° + 13t") .

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es

3. Curva regular. Primeras definiciones y re-
sultados.
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y los puntos regulares son los puntos que no son singulares. La curva sin
puntos singulares se llama curva reqular.

Ejemplo 15. Vamos a ver que las ecuaciones paramétricas
x(t) =t*cost, y(t) = sent.

definen una curva regular.

Para que sea una curva regular debe cumplirse que la funcién sea diferen-
ciable y que no tenga puntos singulares. Es una funcién diferenciable, porque
las componente son derivables, al ser producto de funciones trignométricas
con polinomios. Serd regular si

(2" (t),y (1)) # (0,0).
Al resolver el sistema:

2/ (t) = 2tcost —t? sent = 0,
y' (t) = cost =0,

de la segunda ecuacién se deduce que

v
=k
5 TR

para k € Z. Sustituyendo en la primera, tenemos

2 (g + k7r> coS (g + kﬂ') — (g + kﬂ')Q sen (g + k7r>

2
—0— (1) (g + lm) £0.
Por eso, es una curva regular. —

Ejemplo 16. Vamos a estudiar si la curva x : [0,1] — R3 definida por
x () = (1,43, cost) tiene todos sus puntos regulares.
Como x’ (t) # (0,0,0) para todo ¢ :

x' (t) = (1,3t%, — sent) # (0,0,0),

todos los puntos de la curva son regulares. —
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Segun la definicién anterior, en los puntos singulares no existe recta tangente.
Definimos el vector tangente a una curva como el vector derivada uni-
tario, es decir, como el vector

X
<) = ol

Ejemplo 17. Encontremos el vector derivada y la recta tangente, en ¢ = 0,
a la curva de ecuaciones paramétricas

x(t) =t*cost, y(t)= sent,
que vimos en el ejemplo anterior. Sabemos que
x' (t) = (2tcost — t* sent, cost), x'(0) = (0,1).

Ademas, x (0) = (0,0). Por tanto, la recta tangente en ecuaciones paramétri-
cas es, para A € R:
(z,y) = (0,0) + A(0,1).

El vector tangente es

(2t cost — t* sent, cost)
v —

|| (2t cost — 2 sent, cost) ||

= 1 (2t cost — t% sen t, cos t) .

\/(Qt cost — 12 sent)” + (cost)’

Ejemplo 18. Vamos a calcular el angulo que forman los vectores derivada
a la curva x(t) = (at, bt?,t*) con el vector v = (1,0, 1), si 2b* = 3a.
Primero determinamos el vector derivada a la curva en un punto x (t),
que es
x' (t) = (a,2bt,3t%).
Ahora determinamos el coseno del dngulo 6 que forman a partir del producto
escalar. Sabemos que:

v-x' (t) =(1,0,1)- (a,2bt,3t*) = a + 3t7,
v-xX' (t) = ||v] X ()] cos @ = V1 + 1V a2 + 4b2t2 + 9t4 cos 6.

Tonalandn amhas exnresiones tenemas:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

Por eso, todos los vectores derivada forman un angulo constante con la curva,
_ T
que es 0 = 7. pr—

Ejemplo 19. La curva de R? dada por

x(t) = (2cos (t=3) . sen (2(t=3)))

para t € [0,27) se llama curva de Bernoulli. Con Maxima podemos represen-
tarla con la sentencia
>> load(draw)$
draw2d (parametric(2xcos(t-%pi/2),
sin( 2% (t-%pi/2)),t , 0, 2x%pi),
nticks=400,xrange = [-3,3],yrange = [-3,3]);
Su gréfica es

/“ a

/

p 4%

13

o

=2 -1 ] 1 2

Observamos que en (0,0) tiene dos posibles vectores derivada. Veamos
para qué valores de t es x () = (0,0):

x(t) = (2cos (t= 2, sen (2= 5))) = (0,0
<:>cos(t—g> — 0, sen (2(t—g)> — 0

—=t=knm, kcZ

Como debe ser t € [0,27), en este caso es
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En este ejemplo, hemos visto que en (0, 0) la curva tiene dos vectores deriva-
das, implicando vectores tangentes con sentidos opuestos. ;Contradice este
resultado la definicién de curva regular? —

La respuesta a la pregunta planteada en el ejemplo es no. Observamos
que los vectores derivada (y, por tanto, las rectas tangentes) a la curva en
t = 0, t = m no coinciden, aunque la curva pasa dos veces por el mismo
punto. Decimos que P es un punto multiple de una curva dada por la funcién
x: I C R — R" si existen dos valores de ¢, que llamamos ¢, t; con

P:X(to):X(tl).

Ahora vamos a introducir una nueva “variable”, que llamamos s () y que
es la longitud del arco de curva entre un punto P de la curva, que corresponde
at = tg y otro cualquiera Q. Tiene un significado geométrico claro. Esta
longitud es independiente de las ecuaciones con las que describimos la curva,
y que en general no coincide con la distancia euclidea entre los puntos P y
Q. Pero ademas, si se dan unas nuevas ecuaciones teniendo en cuenta esta
variable, se reparametriza la curva con la longitud de arco y la velocidad de
la parametrizacion (es decir, ||x’ (t)]|) va a ser 1.

Comenzamos. Sea C' una curva definida por x : I € R —R" y sea
x : [a,b] C I C R —R™ un arco de una curva, que llamamos -, es decir, es
la parte de la curva dada por x (¢) donde ¢ € [a,b]. La particién o = {a =
to,t1, ..., tm = b} determina una linea poligonal que aproxima C' de longitud

L(o) = Z I (£:) = x (ti-1)|l -

Llamamos al conjunto de las particiones de 7 como Pla,b]. De forma clara,
si hacemos que el didmetro de la particién sea muy pequeno, la longitud de
la linea poligonal va a coincidir practicamente con la longitud del arco de
curva.

Vamos a aceptar como valido que si la funcién x es diferenciable y la
diferencial es continua, entonces el conjunto
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Teorema 8. Dado un arco de una curva diferenciable, se tiene

L(x)= / I (0)] dt.

No vamos a demostrar este resultado, pero si desea, puede consultar su
demostracion en el documento Notas de Geometria Diferencial con aplicacio-
nes de Antonio Valdés.

Ejemplo 20. Vamos a calcular la longitud de una semicircunferencia de
radio r y centrada en (0,0), de ecuacién

x (t) = (rcost,r sent)
para t € [0, 7]. Sabemos que
x' (t) = (—r sent,rcost),

lo que implica que

1% (8)|| = \/(—r sent)® + (rcost)® = r.

Entonces i -
L= / X" ()| dt = / rdt = rt|y = rm.
0 0

Este resultado coincide con el conocido sobre que la longitud de una circun-
ferencia es 27r. pr—

La longitud del arco de una curva es la funcién s : I — R definida, para
tyg € I, por

5= [ I ()

Esta expresion nos dice la longitud del arco de curva comprendido entre los
puntos correspondientes a un instante inicial ¢y y un instante ¢, teniendo en
cuenta que es negativa si t < ty y positiva si ¢t > ty. Intuitivamente, por su
significado geométrico, entendemos que es una funcién creciente. Se puede
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Trabajar con curvas parametrizadas por la longitud de arco simplifica
mucho el célculo de elementos de la curva, como veremos en el capitulo
siguiente, al estar libres de cambios con origen en un cambio de velocidad.
Ademas, todas las curvas regulares se pueden reparametrizar por la longitud
de arco. Si tenemos dos curvas x : I C R — R?, y : J C R — R? son
reparametrizaciones una de la otra si existe una funcién f : I — J que es
continua y derivable y tiene inversa continua y derivable, tal que

x=yof.

Ademas, se cumple

Y (1) = (x0 f) (t) =x'(f (1)) f'(¢).

Asi, si una curva es regular, su parametrizacién también lo es y ademads,
a partir de esta ecuacién, observamos que la nueva curva se recorre a una
velocidad que es la de la primera, pero escalada por f’ ().

Ejemplo 21. Sea C' la curva dada por x (t) = (tgt,cost) para t € (0, 7).
Vamos a encontrar las nuevas ecuaciones si se efectiia el cambio de parametro
s =tgt.

Como s = tgt, entonces t = arctg s y su derivada es t' = Tlsg # ( para
todo s. Por eso, es un cambio admisible de parametro. En (0, 7) resulta

I 1
1+tg?t /1 +tg2t

Por eso, haciendo el cambio de parametro, resulta

cost =

1 1
y(s) = <tg (retg )~y (mgs)> _ ( — +)

Si tenemos una parametrizacién x : I C R — R? de una curva C' y
como la longitud de arco s (t) es una funcién creciente, continua y derivable,
y con inversa continua y derivable, a partir de su inversa, definimos una nueva
parametrizacién y : J = s7! (I) C R — R? con

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



ETS de
Ingenieros
PN Industriales
Apuntes de Complementos Mateméticos M

En este caso, aplicando la regla de la cadena, la expresion de la derivada de la
funcion inversa y la definicién de longitud de arco y de su derivada, tenemos

v ()= (xos™) () =x' (s71 (1) (s71) (1)
1
/ -1
= H) ——
0 S
BEAC0)
1% (s (@)1
Por eso,
Iy @) =1
y ahora la curva estd parametrizada por la longitud de arco.
Ejemplo 22. Sea C la hélice dada, para las constantes a,b € R, por la
ecuacion
x (t) = (acost,a sent,bt).

Vamos a parametrizarla por la longitud de arco.
La longitud de arco es

t t
s(t) = / |Ix (¢)|| dt = / Va? + b2dt = Va? + b,
0 0

porque

x'(t) = (—a sent,acost,b),

1% (8)|| = \/(—a sent)® + (acost)” + b2 = Va2 + b2.

Entonces s

VET B

y la curva queda

(s) ( s s bs )
x(s) = | acos ————,a sen , )
a? + b2 Va2 + b2 Va2 + b?

No es sencillo parametrizar una curva por la longitud de arco y en mu-
chos casos es practicamente imposible. pero sabemos que esta parametriza-
cion existe siempre y esto nos va a ayudar mucho a simplificar célculos. En
general, para simplificar notacion, cuando el parametro de una curva sea s,
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1. Ejemplos de curvas.

1. Ejercicio 18 del documento Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones de Antonio Valdés. Escribase una curva parame-
trizada que recorra una recta pero a velocidad no constante. Dibujese,
usando Maxima.

Solucion. Puede ser, por ejemplo

z =1+ cost,
y=—1+3cost

Se representa con wxplot2d ([ [’parametric, 1+cos(t), -1+3*cos(t),
[t, -6, 6], [nticks, 300]]], [x,-5,5], [gnuplot_preamble, "set
size ratio 1; set zeroaxis;"])$

2. Ejercicio 19 del documento Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones de Antonio Valdés. Demuéstrese que los puntos
de una curva estan contenidos en una recta, es decir, satisfacen una
ecuacion lineal del tipo ax + by + ¢ = 0, si y s6lo si su velocidad v(t) es
de la forma v(t) = f(t)vo para alguna funcién diferenciable f(t) y un
vector constante vg.

3. Ejercicio 38 del documento Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones de Antonio Valdés. Demuéstrese con un ejemplo
que las afinidades no preservan ni distancias, ni dngulos, ni areas.

Solucion. Tomamos la afinidad

reo-axen= (2 ) (2)+ ().

y los puntos x = (1,1),y = (1,0) y z = (0,2). En ese caso, llamamos
u=xy = (0,—-1), v=xz = (—1,1). Los tres puntos forman un
1

triangulo de drea 3.

Entonces:

f(lvl) = (17—1>7 f(l,O) = (071>7 f(072> = (17—3)'

Se cumple
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El drea del tridngulo es, si n = (—2,0) es un vector perpendicular a

fx)f (z) y de su mismo médulo
SO @) = 5| TG ) n| =145 =S (xy).

4. Ejercicio 36 del documento Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones de Antonio Valdés. Demuéstrese que las afinida-
des preservan la razén simple, es decir, si f es una afinidad y x,p,y
son puntos alineados, entonces

(x,p,y) = (f(x), f(P), f(¥))-

Nota: Si x,p y y son puntos alineados y p estd en el segmento [x,y],
entonces existen A\, u, con A + = 1, A\, u > 0, de tal forma que

p = Ax + puy.

Se puede escribir
P = X + XY,

XP = 4X3 = (Tﬂp_ff) = ‘ﬁ— XD = 1Dy
= AXp=pupy <= Xp= py,

suponiendo que p sea distinto de y, o que A # 0. Este nimero £ se
llama razén simple de los puntos y se denota como (x,p,y).
Solucién.

Vamos a demostrar que la afinidad conserva la razén simple, es decir que
si r es la razén simple (x, p,y), entonces también es (f(x), f(p), f(¥)).
Como podemos escribir

P=Ax+puy,para A+pu=1,Ap=>0,
entonces r = £. Ademads,

f(x)=Ax+b, f(p)=Ap+b, f(y) = Ay +b.

A i
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5. Adaptado del Ejercicio 41 del documento Notas de Geometria
Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés. Programese en
Maxima una animacién que dibuje el segmento [x,y] y, dada una razon
simple r dibuje el punto correspondiente p y los segmentos [x, ply [p, y].
Programese una animacién que dibuje el punto p segtn va variando la
razén simple.

Solucidén. En el documento Ejercicios-resueltos-con-Maxima-tema?2.

6. Ejercicio 42. Programese en Maxima una funciéon que dibuje el seg-
mento [x,y] y, dado un escalar A dibuje el punto correspondiente p =
AX 4+ py, A+ p=1.

Solucidén. En el documento Ejercicios-resueltos-con-Maxima-tema?2.

7. Adaptado del Ejercicio 46 del documento Notas de Geometria
Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés. Impleméntese,
usando Maxima, el algoritmo de Jarvis.

Solucidén. En el documento Ejercicios-resueltos-con-Maxima-tema?2.

8. Considermos curvas polinémicas dadas por los punto v;, para i =
0,...n y cualquier transformacién afin f(x) = Ax + b, donde A es
una matriz (n + 1) X (n + 1) y b es un vector de dimensién n + 1. En-
cuéntrense las curvas para las que la curva transformada mediante una
afinidad coincida con la curva asociada al poligono transformado.

En general, se cumple que
Fx@)=> f(v)t < Y Avit'+b=> Avit' +> bt
=0 i=0 i=0 =0
—=b=> bt
=0

para todo t. Esto sélo es cierto cuando n = 0, es decir, cuando la curva es un
punto.
Realice los ejercicios 11 a 17 del documento Notas de Geometria Diferen-

PO IR |

1 A - X7 112
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2. Curvas de Bézier

Realice el ejercicio 43 del documento Notas de Geometria Diferencial con
aplicaciones de Antonio Valdés.

Realice los ejercicios 47 a 66 del documento Notas de Geometria Diferen-
cial con aplicaciones de Antonio Valdés.

3. Curva regular
1. Estudie si la curva x : [0, 1] — R? definida por x (t) = (¢, 3, cost) tiene
todos sus puntos regulares.

Solucién. Si, porque x’ (t) # (0,0,0) para todo ¢ :

x' (t) = (1,3t%, — sent) # (0,0,0).

2. Sea la curva x : [0, 1] — R? definida por x (t) = (¢, 3, ?). Estudie si la
siguientes opciones son correctas.

a. Todos sus puntos son regulares.

b. El vector tangente a la curva en un punto x (¢y) puede ser perpen-
dicular al plano zy.

Solucién. La opcién a. es correcta, porque X' (t) = (1, 3t%,t) # (0,0,0).

La opcion b no es correcta, porque esta condicion significa que

2
0~ Ve re )

vale (0,0, k) y esto no ocurre para ningtin valor de ¢.

x' (t) 1

3. Determine los puntos multiples de la curva regular dada por las ecua-
ciones paramétricas

x (t) =tcost, y(t)=tsent

Solnecién: Estndiamos endndo es x () — (» () o (£) invectiva nara
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a) Six(t) =tcost =0, pero t # 0. Esto ocurre cuando ¢t = § + km
para k € Z. Observamos que

Y (g + kﬂ') = (g + kﬂ') sen <g + kﬂ') = (—1)1‘C <g + k7r> ,

1 (5-0) = (5 (5

C1) R L) (g + kr)

~1)* (g + k7r> = (—1)* (g + kﬂ') =y (g + kﬂ') :
Por eso, estos puntos son muiltiples.

b) Siz(t) =tcost # 0 pero x (t) = x (') entonces debe ser:

tcost =t cost,

tsent =t sent’.

Como t # 0, entonces
/ /
sent = - sen t', cost= - cos t

#\ 2 #\ 2 #\ 2
— 1= sen?t+cos’t = (?> sen 2t + (¥) cos?t = <?>

#\ 2
:>(?) =1 =t = +t.

Si t' = —t, entonces
x(t') =1t cost' = —tcos(—t) = —tcost # x ().
Podemos afirmar que no hay més punto multiples.
4. Senale el angulo que forman los vectores tangentes a la curva x(t) =
(2t, 3t3, 3t*) con el vector (1,1,0).

Solucién. El vector tangente a la curva tiene la misma direccion y
sentido que
x' (t) = (2,9°,6t)..

Podemos calcular el angulo que forman dos vectores a partir del pro-

Anintn nonal
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Entonces

e

5. Sea C' la la curva dada por

r=XN - \y=\N—1,2= sen’n\

Z,Z]. Se pide estudiar si (0,0,0) es un punto multiple.

para A € [—3, 7

Solucidén. Para que sea punto multiple debe ser
r=0,y=0,2=0

para dos valores distintos de A. Buscamos si existen estos valores en
[_gv %]
=X -A=0 < AN-1)=0 <= I==£1,1=0,
y=MN-1=0 <= N=1 <= ==,
z= sen’mtA=0 <= sen‘mA=0 <= \==I

Como A = —1y A =1, que estan en el intervalo [—%, 7] y los dos hacen
que (z,y,z) = (0,0,0), entonces este punto es miultiple de multiplicidad
2.

6. Sea C' la curva dada por la representacién paramétrica (I,x), para
I =(-10,10) y
x (t) = (4cost,4 sent, —t).

Encuentre una representacion paramétrica natural de esta curva.

Solucién. Una representacion paramétrica x (¢) es natural si su pardme-
tro es la longitud de arco, es decir, si 1 = ||x’ (s)|| o si la longitud de

arco entre 0 y s es:
S
5= / | ()| ds.
0

x'(t) = (—4 sent,4cost, —1),

En esta curva tenemos:
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Si hacemos el cambio de parametro t = \/51—7, la curva queda con la

representacion natural:

X(s)zx(t):(4@08\/81_7,4sen\/81_7,—\/81_7).

7. Consideramos la curva dada por la trayectoria de un punto de una
circunferencia de radio 1 que rueda sobre otra circunferencia de radio
1 (cardioide). Calcule la longitud de un arco de cardioide entre 0 t ¢,
sabiendo que esta dado por las ecuaciones

x (t) = (2cost — cos2t,2 sent — sen 2t)

para t € (0,27). ;Cudl es la longitud del cardioide?

Solucién: Como x'(t) = (—2 sent + 2 sen 2t,2 cost — 2 cos 2t), tene-
mos que la longitud entre 0 y ¢, sera:

to
I(to) = / \/(—2 sent + 2 sen 2t)° 4 (2cost — 2 cos 2t)*dt
0

to
:/ V4 sen 2t — 8 sent sen 2t + 4 sen 22t + 4 cos2t — 8 cos t cos 2t + 4 cos2 tdt
0

to to
:/ 2\/2—2sentsen2t—2005t0052tdt:2/ V2 — 2costdt
0 0
fo t 1
=2 2 —dt =8 -8 —10.
/0 sen2 C082 0

La longitud del cardioide es:

I(27) =8 —8cosm = 16.

Realice los ejercicios 76, 78, 79, 80, 81, 85, 86, 91, 92, 99, 100 y 101
del documento Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio

Valdés.
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3. Curvas planas

3.1. Curvatura

En este tema nos vamos a centrar en curvas en el plano. Aunque tienen
caracteristicas comunes con las curvas en el espacio, vamos a estudiarlas en
primer lugar para iniciarnos en el estudio de curvas. tienen la ventaja de
que se representan graficamente de forma sencilla y por tanto, su estudio es
bastante intuitivo.

Partimos de una curva dada por sus ecuaciones paramétricas, pero vamos
a suponer primero que estd parametrizada por el arco. Esto significa que
esta dada por una expresion del tipo

donde s es el parametro longitud de arco. Del vector tangente, que llamaremos

t (s), sabemos que
t(s) =x'(s) = (2" (5), 9/ ().

Como esta parametrizada por la longitud de arco, t (s) es un vector unitario.
La velocidad con la que varia este vector nos indica cuanto se esta curvando
la curva. Asi, definimos el vector curvatura como

k(s) =x"(s)
y la funcién curvatura o curvatura es su modulo, es decir, es
o "
k(s) = IIx"(s)l
Esta definicion es valida tanto para curvas en el plano como en el espacio.

Ejemplo 1. La curvatura de una recta es 0.
En efecto, sabemos que una recta parametrizada por el arco esta dada
por la ecuacion
x(s) =p+sv,

donde p es un punto por el que pasa la recta y v es un vector unitario que
es el vector director de la recta. Ademas, sabemos que
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Ejemplo 2. Sabemos que la hélice dada por las ecuaciones
x (t) = (acost,asent, bt)

no esta parametrizada por el arco, pero si lo esta si las ecuaciones son

s S bs
X (s) = | acos ——, asen , .
() ( Va2 + b? Va2 + b2 \/a2+b2)

Su vector normal es

x' (s) = (— ¢ sen— ¢ cos— b )
N Va2 + b? Va2 £ Va2 + 02 Va2 + 02 Va4 12

Entonces, su vector curvatura es

K (s) — " () — a s ¢ =0
(s) =x"(s) = _a2_i_b2COS,/aszbT_a?—i—bQSen\/cz2—|—l927 '

Obsérvese que su componente z es nula. La curvatura es

b = (e Voo (Y S
a® 4 b? Va2 + b? a* +b? Vva? + b?
a
a?+ b
De nuevo, obtenemos una curva de curvatura constante. r—

Un punto de inflexién (o punto singular de orden 1) es un punto donde
la curvatura es 0. Sabemos que en una recta todos los puntos son de inflexion.
Pero ademas, la recta es la tinica curva donde todos sus puntos son puntos
de inflexion.

Curvatura de curvas planas parametrizadas por la longitud de arco

Cuando tenemos una curva parametrizada por el arco, se cumple que
2 o
Ix" (s)||” = 1. Lo podemos escribir como

dx__dx
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Esto significa que el vector derivada segunda es ortogonal al vector tangente,
o que la aceleracion de una curva parametrizada por el arco es perpendicular
a la velocidad.

Por otro lado, si la curva es plana, existe un tnico vector unitario n (s)
de tal forma que {t (s),n(s)} es una base ortonormal positiva de R?. Lla-
mamos vector normal a n (s). Como conocemos que t(s) = (2’ (s),y (s))
y sabemos que es unitario, el vector normal va a ser

Por otro lado, tenemos que k (s) también es un vector perpendicular al vector
tangente. Y sabemos que el producto escalar

n (s) - x"(s)

es la proyeccion del vector curvatura sobre el vector normal. Entonces al ser
n (s) unitario, tenemos:

I (s) - x" (s)| = Ix" (s)]| = & (s).

Obsérvese que podemos escribir el vector curvatura como

Esta es la primera de las formulas de Frenet.
Cuando la curva es plana, la funcién curvatura es:

k(s) =n(s)-x"(s) = (=¢/ (s), 2" (5)) - (2" (5) , 4" (5))

=/ (2 () 9 ()= | ) L0

o )
v (s) o (s) ’ 1)

Pero ademads, sabemos que el producto escalar n (s) - x” (s) es positivo si
los dos vectores tienen la misma direcciéon. Volviendo a la idea geométrica,
el vector tangente es la velocidad con la que se recorre una curva y el vector
normal es perpendicular a él, pero formando una base positiva. Es decir, se

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

-

En este sentido, para curvas planas la curvatura nos dice para donde gira la
curva. Esto no ocurre en las curvas en el espacio.

Observe que la grafica de una funciéon f : R — R es una curva. Si f
es dos veces derivable con continuidad, si su derivada segunda es positiva
decimos que la funcién es convexa y si es negativa decimos que es coéncava.
La concavidad y la convexidad nos dan una idea intuitiva de hacia dénde
se curva la grafica de la funcién, y para funciones suficientemente regulares,
estd relacionada con el signo de la derivada segunda. Esto nos recuerda a
la curvatura de una cueva plana: para valores del parametro t creciendo,
la derivada primera f’ crece, la derivada segunda es positiva, la funcién es
convexa e interpretanto la gréfica de f como una curva, su curvatura es
positiva.

Ejemplo 3. La cicloide estéd dada por las ecuaciones
x (t) = (rt —rsent,r — rcost),

con t € (0,2m). Si queremos determinar, con lo que sabemos hasta ahora, su
curvatura, debemos parametrizarla por la longitud de arco. Para r = 1 estas
ecuaciones son:

1 1
X (s) = (2 arc cos <1 - Zs) — sen (2 arc cos <1 - ZS)>

[ [ 1 N\
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Este ejemplo muestra que atun teniendo la curva parametrizada por la
longitud de arco, no siempre es sencillo calcular la curvatura. Ademéds, no
siempre es posible encontrar una expresion clara y paramétrica de una curva
parametrizada por el arco, porque esto implicar resolver una integral, lo que
puede no ser sencillo o no ser posible. Por eso, vamos a buscar una expresion
de la curvatura para la curva dada en ecuaciones paramétricas cualesquiera.

Curvatura de curvas planas no parametrizadas por la longitud de
arco

Ahora vamos a ver como podemos calcular la curvatura de una curva
plana, sin que esté parametrizada por la longitud de arco. Vamos a llamar
k(t) a la curvatura, abusando de la notacién, ya que en realidad estamos
determinando k (s (t)). Su expresién se puede determinar sin necesidad de
conocer las ecuaciones del cambio de parametro, utilizando la regla de la
cadena y el teorema de la funciéon implicita.

Sabemos que
dx

dt

dx _dxds _dx
dt  dsdt ds

)

X dx X

porque los vectores T y I tienen la misma direccién y sentido, y I es
S S

unitario, por la definicién del parametro longitud de arco. Entonces, tenemos:

dx  dx 1
ds — dt ||dx/dt||’

Si derivamos implicitamente esta ecuacion respecto a s, resulta

Px d [(dxdt
ksW) =92 = & (Ed—)

B d [dx\ dt + dx d [dt 5
~ds \ dt ) ds = dt ds \ds (2)
([ Px\ [dt\® L dx
o\ de2 ds dt ds?’

Niaromne ftonor mna acnracidn dal sroctor e Lo () cin fonaor cnio 1itilizar lac
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No conocemos %. Pero para determinar k (t) = k (s (¢)) no lo necesitamos,
porque segun la ecuacién (1):

(dx d2x)

dxde (Px\ (A dx

dt ds’ \ dt? ds dt ds?

ot [(Bede (BN (VT (e dx

N dt ds’ \ di? ds dt ds’ dt ds>
dx (dx\\ dt [dt\> dx dx\ dt d*t
—(==))=(=) +det|—, =) ——
dt dt? ds \ ds dt’ dt ) dsds?
dx [ d?x dt\?
dt’ \ dt2 ds

det (dx (d2x)> 1
= ($] ) .
at’\ ) ) Jax /]

De esta expresion ya conocemos todos los factores que aparecen y podemos
determinar la curvatura de la curva que no esta parametrizada por la longitud

de arco.
El vector curvatura es normal al vector tangente. Como el vector tangente

cumple:

X' (t) 1

YOS el ~ e OO

entonces sabemos que el vector curvatura va a ser paralelo al vector
1
o /
1%’ (@)l

Pero ademéas sabemos que el vector curvatura va a ser

1 / /

Obsérvese que n (t) estd definido de tal forma que {t (¢),n(¢)} es una base

n (1) (=4 (1), 2" (1))

k(t)=k()n(t) =k (t)
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Vamos a dibujarla y también a dibujar su funcién de curvatura. Vamos a
interpretar geométricamente el signo de la curvatura, sus maximos, minimos
y Ceros.
Dibujamos la funcién con Maxima. Primero la definimos y calculamos la
funcién curvatura, utilizando
(%) x1(t):=(cos(t));
x2(t) :=sin(2%t);
x(t):=[x1(t),x2(t)];
define(tangente(t) ,diff (x(t),t,1));
define(dsegunda(t) ,diff (x(t),t,2));
A:matrix(tangente(t) ,dsegunda(t));
det:expand(determinant (A));
norma3: (tangente(t) .tangente(t)) ~(3/2);
curvat:det/norma3;
define(curvatura(t),curvat);
Con Maxima, obtenemos que

_ 4dsentsen2t + 2costcos2t
a (4 cos? 2t 4+ sen 24)3/2
—4cos®t + 6 cost
(4 cos? 2t + sen2t)*?’

k(%)

porque

4sentsen 2t + 2costcos 2t = 8sen’t cost + 2 cost (coth — sen2t)
= 6sen’tcost + 2sen?tcost + 2cos* t cost — 2 cost sen >t
= 6sen’tcost 4+ 2cost — 2costsen >t
= 4sen’tcost + 2cost = 4(1 —COSQt) cost + 2cost
= —4cos®t + 6cost.

Ahora podemos dibujar la curva, utilizando wxplot2d([’parametric,
x1(t),x2(t), [t, -6, 6], [nticks, 300]1)$. El resultado es la curva
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sin(2*)

-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 08 08 1
cos(t)

Dibujamos la funcién curvatura con wxplot2d([curvatural , [t,-5,5])8.
La grafica de la funcion curvatura es la siguiente:

—_

curvatura
.
— 1 1 1
[ T T T N N T T S Y Wy 3 T Y e |

Vemos que la funcién curvatura es periddica y que vale 0 si

0 =4sentsen 2t + 2costcos2t = 8sen2tcost—|—2(:ost(coszt— sen2t)
P 2.
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Tenemos que resolver
—4cos®t + 6cost = cost (—46082 t+ 6) =0.

Una solucién es cost = 0, que es lo mismo que ¢t = 7 + k7 para k € Z. No
tiene mas soluciones, porque

—4cos’t+6>0

para todo t. Estos puntos corresponden a

X (z + k:?T) = (cos <z + k7r> , sen 2 <z + k:7r)> = (0,0).
2 2 2

Como la curvatura en (0, 0) es 0, esto significa que si la curva esté parametri-
zada por la longitud de arco, la velocidad y la aceleracion son paralelas, o lo
que es lo mismo, que el movimiento es rectilineo o que podemos aproximarla
localmente por una recta.

Por otro lado, la curvatura alcanza extremos relativos cuando su derivada
es 0. Pero como es una curva regular periédica (es decir, x (t) = x (t + 27)),
podemos trabajar en un intervalo cerrado, como [0,27] y se alcanzan tam-
bién los extremos absolutos (en los extremos relativos o en los extremos del
intervalo).

Utilizando Maxima, obtenemos la derivada de la curvatura, que es

32cos®t — 80 cos*t + 24 cos®t + 5

K (t) = —6 (sent) .
(16 cos*t — 17cos?t + 5)2

Las soluciones son sent = 0, o t} = k7 o las soluciones de 32 cos® t—80 cos* t+
24 cos®t + 5 = 0. Para resolver esta ecuacién, buscamos las raices de

322% — 802% + 24z + 5 =0,
donde x = cos?t. Seglin Maxima, las raices son
xr = —0,13967237978324, z = 0,53035645929987, = = 2,109315920483367.

Sélo es valido el segundo valor, porque debe ser x = cos?t. De nuevo utili-
zando Maxima, tenemos que

th = g + 2k,
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Entonces, hay cinco candidatos a extremos condicionados. Calculamos el va-
lor de & (t) en estos puntos:

Asen kmsen 2k + 2cos krcos 2k 2(—1)" 1

k k = = = —,
(1) (4 cos? 2km + sen 2km)*/ 43/2 4

4S€H£SGDE+QCOSECOSE

" (t’;) =t (tg) - (4cos? 2 + sen”)?’/ -5

4sen—sen— —1—2(308—(3083—7r

kY _ 1. (4k 1 _
() =k (ts) = (4cos? 2 + sen?%”)g/2 -

Los méximos absolutos se alcanzan en t& y t£ v los minimos absolutos en t£ y
tE. En t¥ tenemos un extremo relativo. Nétese que los extremos del intervalo
estdn incluidos en t%.

Ademas,

x (k) = (cos km, sen 2km) = ((—1)11C ,0> :
X (tlj) = (cost;“, sen2t'§) = \/75, 1> ,
V2
2

X (tlg) = (COS t’:,f, sen 2t§) =

x (t8) = (costs, sen2tf) ~ | —

X (ti) = (costif, sen2tfj) R —?,—1) ,
V2
2

Observamos que el valor absoluto del minimo de la curvatura es igual al
maximo de la curvatura. Recordamos que el signo indica hacia dénde se
curva la curva. Ademads, observamos que la ordenada de los puntos donde se
alcanzan los maximos y los minimos es siempre +1.

Recorramos la curva desde ¢ = 0. Comenzamos con ¢ = 0, estamos en
el punto (1,0) Si aumenta t, nos movemos en el sentldo contrarlo a las

-1 o1 1 R
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0. Justo después de este instante, el vector tangente y el vector curvatura
forman ya una base negativa y, por eso, k (t) es negativo. En ¢t = %”, en
V2

el punto (—7, —1) en valor absoluto la curvatura es la misma que en el

punto <*/7§, 1), pero tienen distinto signo por la orientaciéon de esta base.

Avanzamos hasta (—1,0) = x (), donde la curvatura es negativa, antes
estaba creciendo y después comienza a decrecer, para alcanzar otro minimo

4
t = 37“, donde la curvatura es 0 y pasa de ser negativa a positiva, ya que el
vector tangente y el vector curvatura tienen de nuevo orientacion positiva. Si
aumenta ¢, llegamos a otro punto donde la curvatura es maxima: es el punto

en (@, 1> =x (5—”) A partir de aqui, la curva pasa otra vez por (0,0) en

4 2
recorrer la curva.

En el documento tema3d.wxm se representa esta curva y se calculan dis-
tintos elementos suyos. -

X (71) = (ﬁ7 —1). En ¢t = 27 estamos en (1,0) y comenzamos de nuevo a

Ejemplo 5. Vamos a determinar el vector curvatura en cada punto de la
lemniscata de Bernoulli, dada por
x (t) = (cost, sen2t).

Sabemos que el vector curvatura va a ser
k(1) = k(O (8) = k(1) T (=0 (). ().
En este caso, sabemos que
x'(t) = (—sent,2cos2t),
|’ (t)|| = V4 cos? 2t + sent,
x" (t) = (—cost,—2sen 2t),

(t) !
n((t) =
V4 cos? 2t + sen 2t

—4cos®t + 6cost
1 (t) _ cos” t + b cos -
(4 cos? 2t + sen?t)

Entonces el vector curvatura va a ser

(—2cos2t, —sent),
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En el documento tema3.wxm hay una animacion de la variacién del vector
curvatura. [

Ejemplo 6. La Bruja de Agnesi es una curva dada por las ecuaciones pa-
ramétricas, para t € (—00, 00):

2a

La Bruja de Agnesi se obtiene como un lugar geométrico. Tenemos una cir-
cunferencia de radio a, tangente en el origen de coordenadas al eje OX.
Si llamamos D al puntos diametralmente opuesto al origen O. Trazamos la
tangente a la circunferencia por D; es paralela al eje OX y a esta recta la
llamamos 7. Ahora trazamos una recta por O y por un punto A de la circun-
ferencia que es distinto de D. Esta recta corta a la recta r en un punto B.
Entonces la recta paralela al eje OX por A y la recta perpendicular al eje
OX por B se cortan en un nunto P que esta en la curva. esta situacion se
muestra en la -

Vamos a determinar su curvatura, el vector curvatura y si tiene puntos de
inflexién.
Tenemos

X (1) = (za,%) ,
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Entonces:

dx (d’x 1
k(1) = det [ —,
()= de (dt (dt2)> Jx/dt]?

2a 0
— —4at 32 —1

a 3
(+1°  (@+1) (ﬁ\/ﬁ (t2+1)" + 4a2t2)
, 32 -1 (2 +1)°
2 3 3
ED 8 a2 (2 4+ 1) + 422
(2 +1)°
(8 + 416 + 614 + 812 + 1)

1

SHES

(3t —1)

3 -
2

Si hubiéramos parametrizado por la longitud de arco, los calculos hubieran
sido mucho mas complicados.
Determinamos el vector curvatura a partir de

X (t) = (2a, (t;i—af)?) ,

R ) —dat \* . 2
Ix <t>u—\/<2a> + () -2 \/1+4—(t2+1)4

18+ 416 + 614 + 82 + 1 2
= 9q, | AT t o 5 VI8 + 416 + 6% + 8¢ + 1.
(t24+1) (t2+1)
Entonces
2+ 1)° dat
n(t) = = +1) < ¢ 2,2@)
2018 + 40 + 6t* + 82 + 1 \ (12 + 1)
1

(2t, (£ + 1)2> .

VBT A5 F 6t 82 + 1

Ya tenemos el vector curvatura
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Para calcular los puntos de inflexién de la curva, tenemos que encontrar
los puntos donde la curvatura es 0. Estos puntos son aquellos donde

1 3
3 —1=0 < t’=- < t::ti.
3 3
En la siguiente grafica hemos representado la curva y los puntos de inflexién,

para a = 1.

En el documento temad.wxm se trata esta curva. r—

Un resultado importante relacionado con la curvatura es que el vector
normal a una curva plana cumple

W g

ds
Ahora nos hemos centrado en la funcién curvatura en vez de en el vector
curvatura. Una razén es que si tenemos una curva y la transformamos por
un movimiento (es decir, por una transformacién f (x) = Ax + b, donde A
es una matriz ortogonal), entonces la curva transformada va a tener la misma
curvatura que la curva original.

AAdavnda la as 4 £ 1.3 o1
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Circunferencia osculadora

Hasta ahora, para curvas planas, hemos visto lo importante que es la
curvatura. recordamos que para curvas parametrizada por la longitud de arco,
la curvatura es el modulo de la derivada segunda de la ecuacién paramétrica
de la curva.

Pero hay mas formas. Una de ellas es ver como varian los puntos de la
curva que estan muy cercanos. Podemos medirlo, por ejemplo, a partir de
una circunferencia determinada por un punto de la curva x (s¢) y dos puntos
de la curva muy cercanos a él, x (s1) y x(s2). La ventaja de hacerlo a partir
de una circunferencia es que son curvas de curvatura constante no nula. Si
hacemos que sy y so tienda a sg, estamos aproximando la curva por una
circunferencia de radio r. Es decir, si existe el limite de los radios de las
circunferencias determinadas por x (s), y los otros dos puntos

8171813250 (S0, 81, S2) =T,
este radio va a ser una buena forma de medir la curvatura.

En la siguiente figura se ha representado la lemniscata de Bernoulli con
la circunferencia en determinada para 3 puntos.

El radio de la circunferencia osculadora r (t) en un punto x (¢) se llama
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sentido de n (¢). Y estd situado a una distancia r (t) del punto de la curva.
Esto significa que el centro de la circunferencia osculadora c (¢) verifica:

1
| ()]

En el documento temad.wxm estd la determinaciéon de la circunferencia
determinada por 3 puntos para la Lemniscata, asi como una animacién de la
variacién de la circunferencia osculadora.

Una demostracion de esta igualdad esta en el documento ” Notas de Geo-
metria Diferencial y aplicaciones”, de Antonio Valdés.

Notese que si una curva tiene curvatura 0 en un punto, entonces en ese
punto el radio de curvatura es infinito.

c(t)=x(t)+ n (t)

Ejemplo 7. Vamos a determinar el radio de curvatura y el centro de curva-
tura de la elipse, dada por las ecuaciones

x (t) = (acost,bsent).
Un vector tangente a la elipse en un punto x (t) es
x' (t) = (—asent,bcost).

Ademés:

Ix ()| = \/(asent)2 + (bcost)?,

x" (t) = (—acost,—bsent).

Ahora podemos calcular la curvatura:

dx [ d*x 1
k(t) =det | —,
) (dt (w)) Jdx/di]*

| —asent —acost 1
~ | beost —bsent 5 5
\/(a sent)” + (bcost)

ab

3
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Por otro lado, como el vector tangente es

"(t 1
t(t) = x (1) (—asent,bcost),

SO fasont)? + (beosty?

el vector normal es

1

B Va2sen?t + b2 cos? t

n (1) (—bcost,—asent).

Entonces el vector curvatura es
ab 1

- VaZsen?t + Peos? £ VaZsen2t + b2 cos? t

ab
= 5 (—bcost, —asent).
(a?sen?t + b? cos? t)

k(t)=k(t)n(t) (—bcost, —asent)

El centro de curvatura es el punto

c(t)=x(t)+ ﬁn (t)

= (acost,bsent)
1
Va2 sen 2t + b2 cos? t

(—=bcost, —asent)

1 3
+ —b\/a2 sen 2t + b2 cos? ¢
a

1

= (acost,bsent) + = (a®sen®t + b cos®t) (—bcost, —asent).
a

Si representamos la elipse y la curva dada por los centros de curvatura,

observamos que los puntos de curvatura estan situados en una curva. En este

caso es la astroide.

4
3
2t
1
0
1
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La astroide es un hipocicloide de cuatro vértices, o que (para a = b) es la
curva que describe un punto fijo en un circulo de radio jrodando en el interior
de un circulo fijo de radio 7.

Esta curva se trata en el documento temad.wxm. r—

La curva en la que estan situados los centros de curvatura de una curva
dada se llama evoluta. Estas curvas destacadas vamos a estudiarlas maés
adelante.

3.2. Curvatura de una curva definida implicitamente

Al comenzar con el estudio de curvas, la describiamos como un objeto
geométrico con un grado de libertad. La imagindbamos, por ejemplo, co-
mo la posicién de una particula, que depende del tiempo. En este sentido,
nos podemos imaginar una curva como el conjunto de puntos del plano de
coordenadas (z,y) que verifican una ecuacién del tipo

f(z,y)=0.

A esta funcién le pedimos algunas condiciones, al igual que pedimos que
x sea suficientemente regular. Una es que sea diferenciable. Pero también
vamos a pedir que se pueda aplicar el teorema de la funciéon implicita, para
asi asegurarnos de que podemos despejar una variable y escribir, por ejemplo

f(z,y(x)) =0 (of(x(y),y) =0).

Asi, podemos definir curvas en forma implicita. Un ejemplo es la circun-
ferencia de radio r, que tiene ecuaciones implicitas

2?4yt =2,

Otro ejemplo es la elipse, dada por las ecuaciones

2 2
€ )
PER
para a,b > 0.
Si la curva estd dada en forma implicita, localmente podemos aplicar el

teorema de la funcion implicita v podemos obtener ecuaciones paramétricas.
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donde si s y t son x y/o y, se utiliza la notacién

_ 2

Jus = Otos’

Si denotamos como V f el gradiente de f, la curvatura esta determinada por

<_fy> fx) H (f) <_fy7 fx)t
IV

k<$’y) =

La demostracion de este resultado esta en el apartado 3.4.2. del documento
Antonio Valdés titulado Notas de Geometria diferencial con aplicaciones, de
enero de 2009.

Ejemplo 8. Vamos a determinar la curvatura de la elipse. Las ecuaciones
implicitas de la elipse son

1'2 2

Y
flay)=—5+35-1=0

Calculamos el gradiente, su norma y la matriz Hessiana:

2¢ 2
Vi = (55),

2
IVfll = pETAY blz? + aty?,

2

—20
H(f)=| @

0
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Entonces la curvatura en un punto (z,y) es
2 2y
1 — 0 -5
E(o,y) = (- 2| e b2
2 2 3 b a? 0 2 2z
5+ )\ @
1 ( y? 7 )
= 8 +8
3\ “pag2 atb?
28\ /% + 1
B CL6b6 y2 N :U2
N T a4y23 bta? = atb?
B asp® 1 y? n x?
2 T a4y23 b2a? \ b* = a?
a*v?t
bir2 + a4y23'
a*v?t
B Vb*a? cos? t + a*b? sen 2
ab

g 3 .
Vb2 cos?t + a?sen?t
porque los puntos (z, y) verifican la ecuacién de la elipse. Teniendo en cuenta
que se cumple x = acost,y = bsent, entonces resulta:

a*b*

k(x,y) ==
Vbta2 cos? t + a*b? sen 2
ab

p— 3'
Vb2 cos?t + a2 sen 2t

Este valor coincide con el que determinamos a partir de las ecuaciones pa-
_—

ramétricas.
3.3. Envolvente de una familia de curvas planas para-
metrizadas
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RSN
L JIK' JI?(IlII?(:ﬁlmll)ﬁl-l | -J'ﬁ---h---
RARAAAAAARL,

implicitas de las curvas, pero nosotros nos vamos a centrar en las ecuaciones
paramétricas porque son con las que trabajamos.

Ejemplo 9. Las circunferencias de radio 1 y con centro en el eje OX es la
familia dada por las ecuaciones paramétricas:

x (A, t) = (A + cost, sent)

para t € [0,27). Se representan en la siguiente figura:

Ejemplo 10. La familia de rectas, dadas por la ecuacion

[ 1—M\
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En esta grafica podemos ver que las rectas parecen, de alguna forma, dejar
un semicirculo al que son tangentes. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Se dice que una curva es envolvente de una familia de curvas cuando en
cada punto es tangente a alguna curva de la familia y ademaés, no esta incluida
en la familia de curvas (o en cada punto es tangente a alguna curva de la
familia de tal forma que cada curva de la familia es tangente a la envolvente).
Ahora nos interesa ver como podemos determinar la ecuacion de la envolvente
de una familia de curvas.

Vamos a pedir a la familia de curvas que todas las curvas sean regulares,
pero ademas, vamos a pedir que la variacién de cada x respecto a A también
sea regular, es decir, que se cumpla:

ox ox
57&0, 57&0.

Partimos de un punto p que estd en la curva de la familia que corresponde
al valor )\, y supongamos que a este punto le corresponde un valor de t. Si
p es un punto de contacto de la curva y la envolvente, el valor de ¢ que
corresponde a p va a depender en qué curva de la familia estamos, es decir,
debe haber una dependencia funcional entre ¢ y A, que vamos a suponer
diferenciable, y que escribimos como t =t ().

La ecuacién de la envolvente serd de la forma

TN AN AR

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



ETS de
Ingenieros
s Industriales
Apuntes de Complementos Matemaéticos w

Este vector es paralelo a un vector tangente a uan curva de la curva, que es

ox

ot’
Que sean paralelos es lo mismo que decir que son linealmente dependientes,
es decir, el determinante formado por las componente de estos vectores es 0,

O
ox Oxdt 0x
(MGﬁ*aa@ﬂ—o

Aplicando las propiedades de los determinantes, tenemos

— NN T ot N o

_oqot (0% 9%\ LAt (9% 9
M\ o) T o o
ox 0x

Consecuentemente, para que una curva sea envolvente de una familia de
curvas es condicién necesaria que el determinante anterior sea 0.

Pero esto, con las condiciones que hemos pedido a la familia de curvas,
es también condicién necesaria (es decir, si se cumplen estas condiciones, la
curva dada por e es una envolvente). Vamos a demostrarlo.

Suponemos que
0x 0x
**Cﬁﬁ%)—o

Esta condicion es lo mismo que decir que son linealmente dependientes, o
que podemos escribir

ox ox
- Yo
Entonces
de Ox oOxdt
on N atan
ox  ox dt
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Entonces, con las condiciones de regularidad pedidas, la condicién nece-
saria y suficiente para que una curva e (\) sea envolvente de una familia de
curvas x (A, t) es que se cumpla

Este resultado nos dice como podemos determinar la ecuacion de la envol-
vente de una familia de curvas.

Ejemplo 11. Vamos a determinar la envolvente de la familia de circunferen-
cias de radio 1 y centro en el eje OX, dada por las ecuaciones paramétricas:

x (A, t) = (A + cost, sent) .

Tenemos: 9 5
X X
a()\,t)— (1,0), E(A,t)—(—sent,cost).

Entonces debe ser

0ox 0Ox 1 —sent
O—det(a,a)—‘o cost ‘—cost.

Esto implica
T 37
t==, t="—.
2 2

Entonces vamos a tener dos envolventes, y sus ecuaciones son:

e () :x<>\,z) = </\+cosg, sen%) =(\1),

2
3 3 3
e (A)=x ()\, ;) = ()x + cos ;’ sen ;) =(\-1).
Son dos rectas, paralelas al eje = X, y de ecuacién y = 1,y = —1, como se

aprecia en la figura:
[

Ejemplo 12. Vamos a determinar la envolvente de la familia de rectas, dadas
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En este caso, tenemos

—tV1T = X2 — (1 — \t) 22
o= o U= ane
2 V1— )2

A—t
0, ;
( (1—A2)\/1—A2)
ox A
— (Mt)=(1, ——— ] .
5 00=(1-5)
i 1— Mt
oA \V1— )2
Su determinante debe ser 0:

0x 0x
0= det (ﬁ’ E)

0 1
A—t A

1-M)vVI-x JI-\2

Fsto imnlica ane dehe cnimplirse:

A—1t
1—N)vVix
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que se corresponde con un arco de circunferencia:
_—

3.4. ;Tenemos una curva plana si conocemos su cur-
vatura?

Podemos determinar la curvatura de una curva, definida tanto parametri-
camente como implicitamente. Ahora nos podemos preguntar si a partir de
la funcién curvatura podemos “recuperar la curva’”, es decir, si la curvatura
determina de forma tinica una curva en el plano. La respuesta a esta pregunta

14

PR
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3.5. Ecuaciones de Frenet para curvas planas

Ya conocemos los vectores tangentes t (s), normal y curvatura de una
curva plana parametrizada por la longitud de arco.
Podemos establecer las siguientes relaciones entre ellas:

dt
o, = k(s)n(s),
dn
T ke)t0s),

que son las ecuaciones de Frenet.

Las ecuaciones de Frenet ponen de manifiesto que eligiendo una base (lo-
cal) en el plano, con una clara interpretacién geométrica, podemos expresar
la velocidad de cambio de los vectores de este sistema de referencia respecto
a la curvatura, que también tiene un claro significado geométrico.

Se debe estudiar estudiar en el apartado 4.2 del documento Notas de
Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero 2014.

3.6. Teorema fundamental de la teoria local de curvas,
para curvas planas

En este apartado, se parte de las ecuaciones de Frenet para proponer un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales, que se resuelven para determinar
de forma tnica una curva, dadas la curvatura y unas condiciones iniciales.

Se debe estudiar estudiar en el apartado 4.3 del documento Notas de
Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero 2014.
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1. Determinese la curvatura de una circunferencia.

Solucion. Las ecuaciones de una circunferencia de radio r que esta pa-
rametrizada por el arco son

s s
x (s) = <rcos—,r sen—) :
r r

Su vector tangente es

x (s) = <— sen >, cos f) :
r r

Y el vector curvatura es

1 1
x" (s) = <——cos %2 sen f) :

T T T r

Su moédulo es constante, es decir, la curvatura es constante:

1\° s 1\’ s 1
k) = K@= (3) o2 (1) senet =L

Intuitivamente, vemos la circunferencia como una curva que esta siem-
pre igual de “curvada”. Esta definiciéon nos lo confirma, al tener curva-
tura constante.

2. Determine la curvatura de la cicloide, dada por las ecuaciones
x(t) = (rt —r sent,r — rcost),

con t € (0,2m). ;Tiene puntos de inflexién?

Solucion. No esta parametrizada por el arco. Por tanto, debemos apli-
car p » .
X X
k(t) =det | —, )
0= (5 (%)) jarar

x'(t) = (r —rcost,r sent),
/

Tenemos
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Entonces:

dx [ d*>x 1
k(t) =det | —,
Q (dt <dt2>> ld/di

r—rcost rsent
r sent 7rcost

1
(r\/Z — 2cos t)3

sen %t

r?cost —r

r3 (2 — QCOSt)%
cost — 1

2 2

cos’t —r

r (2 —2cost)

Nl

Los puntos de inflexién son aquellos donde k (t) = 0. En esta curva
ocurre sl
cost —1=0 <= t=2knm, para k € Z.

Pero no ocurre, porque t € (0, 27).

3. Determine, con Maxima, la curvatura de la curva dada por

x (t) = (cost®, e").

Solucién. Para determinar la curvatura con Maxima, primero defini-
mos las componentes de la curva y luego creamos un vector con estas
componentes.

>>  x1(t):=(cos(t"2));
x2(t)=exp(-t);
x(t) :=[x1(t),x2(t)];
Ahora podemos calcular los vectores derivada primera, segunda y el
modulo de la derivada primera::

>> define(tangente(t),diff(x(t),t,1));
define(dsegunda(t) ,diff (x(t),t,2));
norma: (tangente(t) .tangente(t)) ~(3/2);
Ya tenemos todo lo que necesitqamos. Ahora calculamos el determi-
nante, tras crear la matriz:
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>>  wxplot2d(['parametric, x1(t),x2(t), [t, -6, 6], [nticks, 300]], [x,-5,5])$

Realice los ejercicios 112 y 114 del documento Notas de Geo-
metria diferencial con aplicaciones.

4. Sea (' la curva definida por las ecuaciones
x (t) = (£*,4t) .

a) Determine el radio de curvatura en x (0).

b) Determine el vector curvatura en x (0) = (0,0).
Solucién:
a) Un vector tangente a la curva en un punto x (t) es
x'(t) = (2t,4).

Ademas:

1% (8)]| = \/(2t)® + 42 = 2V/12 + 4,
x" (t) = (2,0).

Con estos datos, calculamos la curvatura.

ko= (G (%)) farar
_} 2t 2 ' 1

10 overa)’
_
(2 +4)2

Entonces el radio de curvatura en x (t) es
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b) El vector tangente es

B x' (1) B 1
Y=ol = ave e

Entonces, el vector normal es

n(t) = (—4,2t)

1
2Vt +4

y el vector curvatura es

1 1
k(t)=k(t)n(t) :—(t2+4)32\/m(—4,2t)

- ((ﬂi@?’ (t2i4)2) |

5. Determinese la evoluta de la astroide de ecuaciones paramétricas

x (t) = (acos®t,a sen®t).

Solucion: Es otra astroide. Vamos a comprobarlo.
Un vector tangente a la astroide en un punto es
x' (t) = (—3acos’t sent, 3a sen*t cost) .

Su médulo es

Ix' (t)]] = \/(—3a cos?t sent)’ + (3a sen 2t cost)
= 3a|cost sent|vcos?t + sen?t

= 3a|cost sent|.

T

Este médulo es 0 cuando ¢t = k§ para un numero k entero y también
7r

x'(t) = 0 en estos puntos. Entonces, si t = k§ no va a haber vector

T
tangente a la astroide en estos puntos. Pero si t # kE podemos calcular
los vectores tangente y normal, que son:

~! (#) 1
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Para determinar k (¢) necesitamos conocer:

x" (t) = (6a sen’t cost — 3acos® t, 6acos®t sent — 3a sen’t)

= (6a cost — 9acos® t,9a cos® t sent — 3a sen t) .

A partir de los resultados anteriore, calculamos la curvatura y el radio
de curvatura:

dx ([ d*x 1
k(t) =det | —,
(t) (dt <dt2)> |dx/dt||?

| —3acos?t sent 6acost — 9acos® ¢ 1

" | 3asen?tcost 9acos’t sent — 3a sent (3a|cost sent|)®
1 cos®tsen?t 1

~ 3alcost sent|®  3alcost sent|’

r(t) = 3a|cost sent|.

El célculo de este cociente no presenta problemas porque el denomina-
dor se anule, ya que hemos eliminado los puntos donde esto ocurria.
Entonces el vector curvatura es

1 cost sent

= — (— sent, —cost)
3a|cost sent| [cost sent|

=—————— (—sent,—cost)
3acost sent

A 1
-~ \3acost’ 3a sent )’

Y el centro de curvatura es el punto

t t
acos’t,a sen’t) — 3a|cost sent| CORTRERT (— sent,—cost)
|cost sent]|

(
(a cos® t,a sen St) + 3a ( sen %t cos t, cos’t sen t)
(

acos® t + 3a sen >t cost.a sen >t + 3acos®t sent)
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tenemos una nueva expresion de la evoluta de la astroide:

3 t 3t 3 t— 3t
c(t) = <—a cos ;_COS + 3acost,3a sent — a i 5 e )
3 t 1 3t 3 t+ L 3t
= | —acost — —acos3t, —a sen —a sen )
2 2 "2 2

esta curva es una nueva astroide. Si tomamos a = 1 y representamos la
astroide en rojo, su evoluta es la curva que estd en azul en la siguiente
figura:

2151050 05 115 2
Realice el ejercicio 123 del documento Notas de Geometria

diferencial con aplicaciones.

6. Determinese la envolvente de la familia de circunferencias de centro

(\/5)\, 0) y radio A, para A € (0, c0).

Solucion: La ecuacion paramétrica de la familia es:
x(t) = (\/5)\ + Acost, A sent) :

para t € [0,27) ya que la ecuacién de una circunferencia de centro ¢ y
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Entonces debe ser
ox 0x
O = det (5, E) =
= v2\cost + .

V24 cost —\sent
sent Acost

Esto se cumple cuando

1 1
cost = ——— <= t =arccos| ———

=T m
47 4

Por eso, la envolvente son dos rectas, de ecuaciones:

1 1
e (A\)=x ()\, %) = (\/5)\—1- A cos ?%T,)\ sen 3_7) = (—\/5)\, 5\/5)\) :

4 2
1 1
er(A\) =x (/\, %) = (\/5/\—1— A cos %T,)\ sen %T) = (5\/5)\, —5\/5)\) )

Estas rectas también se pueden escribir como

€1 <)‘) = <)‘7 )‘> ; €2 ()‘) = ()‘7 _)‘) :

-2
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7. Si consideramos un circulo de radio 1 que rueda sin deslizar sobre la
recta y = —1, tenemos una cicloide. En t = 0, elegimos el didmetro
del circulo que coincide con el eje OX. Cuando el circulo rueda, este
didmetro describe una familia de rectas. Demostrar que la cicloide es
la envolvente de esta familia de rectas.

Nota: La ecuacion de una cicloide rodando sobre ela recta y = —1 es
del tipo x (t) = (a (t — sent),a (1 — cost)).

Solucién: La ecuacion del diametro en t = 0 es y = 0. Al rodar un
angulo A en el sentido de las agujas del reloj, hacia las x positivas, las
coordenadas del vector v que une ¢ = (\,0) y p son (— sen A, cos \).

y=-1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

Las derivadas parciales verifican:

0x

o (A1) = (1 —tcos A\, —t sen \),
0x

o (AN, t) = (— sen A, cos \).

El determinante d ela matriz que forman debe ser 0:
ox 0x 1—tcosA — sen\
0 = det (5’%) - ‘ —tsen X  cosA ‘

= cos A — t.
Por eso, la envolvente son dos rectas, de ecuaciones:

e(A) =x (A cosA) = (A—cosAsen, coscos\)
COS 2\ — 1)

=(\— 1 sen 2\,
2 2

Realice los ejercicios 128, 129, 130, 131, 132, 133 y 134 del
documento Notas de Geometria diferencial con aplicaciones.

8. (Ejercicio 163 de “Notas de Geometria diferencial con aplica-
ciones”) Utilicese el teorema que acabamos de ver para encontrar 6(s)

en el caso de que
25 1 —s?
f(s)_(1+8271+82>‘

Solucién: El teorema dice: Sea I C R un intervalo conexo y sea
f : I — S una funcién diferenciable. Entonces existe una funcién
diferenciable 0 : I — R tal que f(s) = (cosf(s), senf(s)). Ademas,
cualquier otra funcién 6 : I — R con la misma propiedad difiere de
en un multiplo entero de 2w. Recordamos que S! es la circunferencia
de radio 1.

Tenemos qgeu buscar 6 (s) tal que

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matemaéticos w

y 6y estda dado por la condicién f (sg) = (cos by, senfy). Tomamos, por
ejemplo, s = 0, y tenemos

f(0)=(1,0) = (cosby, senby) = 6Oy = 0.
Como

2 52 s s
f'(s) = ( v dEme 2eh 2map 08T )

_(2—232 —4s )
A\ D) (2 + 1))
f(0)=1(0,1),

hacemos

06 = [ W ©uE - (©v©)ds+0
:/S( —4s 2s 2 — 252 1—32)d8
o \(s2+ 1?1452 (24 1?1+
:/8—2—282+84t1ds
0 (82—|—1)

o1
:—2/ 5 ds
0 41

= —2 (arctg s)|;

= —2arctg s.

La integral es una integral racional que se resuleve descomponiendo en
fracciones simples.

9. (Ejercicio 164 de “Notas de Geometria diferencial con aplica-

ciones”) Encientrese la curvatura de la curva x(t) = e'(cost, sent)
calculando 6'(s).

Solucion: Primero tenemos que ver si la curva esta parametrizada por
la longitud de arco y, en caso de que no lo esté, parametrizarla. Para
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ello, calculamos

x'(t) = e'(cost, sent) + e'(— sent, cost)

= e'(cost — sent, sent + cost),

X' ()|l = \/th ((cost — sen t)? 4 ( sent + cos t)z)
= e'V2cos? t + 2 sen?t = V2¢!,

t t
sty = [ =) dt = / Vaetdt
to to
=2 et‘i .
0
Si tomamos to = 0 y t > 0, tenemos

s(t):ﬂ(et—l).

El cambio de variable es, en ese caso,

S s—l—\/§

—+1l=¢ = t=In

V2 V2

La curva, parametrizada por el arco, es

s—i—\/§ s—l—\/§
x(s)=e" v2 [cosln ———, sen In ———
V2 V2

—S+\/§ COSIDM senlmui
V2 V2

\/§S—|—2
5 .

sen In

s+\/§< V25 + 2
= cosln

2 9

gabemos que si f(s) = (u(s),v(s)) = t(s), entonces ¢ (s) = k(s).

o) = [ WO ulE) — o () v (€) dE + b,

S0
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Por eso, tenemos que determinar

= (u(s),v(s)) = x'(s)

_\/5 \/_s+2 | V2542
_7 Se n 9 3
<ln St >+ sen ( \/_82+2>>

’()—L — cos \/—S+2 — se 1\/58—{_2
u' (s _2(5+\/§) 5 | n— :

v’(s)—L cos ln\/is—{—2 — sen ln\/é8+2
_2(5+\/§) 2 2 '

Sustituyendo, tenemos

k(s)=146(s)

V2 V2 | V25 42 | V25 42
_WT coS DT — sen | In 5
. (COS (ln \/§S+2> — sen (111 \/§8+2>)
2 2
— V2 \/_< cos <1n \/§S+2) — sen (ln \/§S+2)>
(8+\/—) 2 2
. (COS <ln \/§S+2> + sen (111 \/§S+2>)
2 2
——1 1nﬁ8+2 — sen 1nﬁ8+2 2
_2(3—}—\/5) cos 5 se 5

L Vs [, Vs e\
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Realice los ejercicios 165 y 167 del documento Notas de Geo-
metria diferencial con aplicaciones.

Realice el ejercicio 168 del documento Notas de Geometria
diferencial con aplicaciones.
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1. Curvas en el espacio. Visualizacion en el
ordenador.

Ya conocemos las curvas en el plano. Vamos a generalizar lo anterior al
espacio, donde ademas apareceran nuevas caracteristicas de las curvas. Vimos
que podemos interpretar intuitivamente una curva como la trayectoria que
describe una particula o un mévil. Suponiamos que depende del tiempo t y
que la posicién de la particula estd dada por la funcién x (t), donde para
curvas en el espacio, es x (t) : I C R — R? con x () = (z (t),y (1), 2 (1)).

Igual que para curvas en el plano, la velocidad de la particula esta dada
por la funcién (vamos a suponer que las componentes tienen tantas derivadas
como necesitemos)

Ademas, conociendo la posicion, X, en el instante t, de la particula y su
velocidad v (t), la trayectoria de la curva es:

x(t):XO—I—/tv(s)ds.

to

La aceleracion de una curva es la derivada de la velocidad, es decir es
a(t)
d*x (t
at)=x' (1) = 2 — @y ), ).

Comenzamos con ejemplos de curvas en el espacio.

Ejemplo 1. Todas las curvas del plano son curvas en el espacio. Una forma
sencilla de verlo es considerando que su tercera componente, z (t) vale 0. g

Ejemplo 2. Por analogia con los ejemplos de curvas planas, vemos que un
punto es una curva espacial, de ecuacion

x (t) = (a,b,c).

Qa1 xralanidad ne vraala sz () (0 0O O TToa voota +anbidn oo 13vma ciresza oo
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y que en un instante ¢ = ¢, pasa por el punto (a, b, ¢), la ecuacién de la recta

x(t):x0+/totv(s)ds— a,b,c) + (/ vlds/vgds/ )

(CL + Ult — Ulto, b+ ’U2t — UQto, c+ "Ugt — ’Ugto
Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

r=a+uv (t—to),
y:b+02(t—t0),
z=c+us(t—tp).

La gréfica del punto (—2,1,3) y la recta que en ¢t = 0 estd en ese punto y
tiene velocidad constante (1,0, 1) se representa en la siguiente figura:

[Q N P P .| 11
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En efecto:
x' (t) = (3%, 3t%,3¢%) .

Ademas, la aceleracién es constante, porque
x" (t) = (6t, 6t, 6t) .

La gréfica de esta curva es

o o
OO0

100
0 0TE 100 G

y para representarla con Maxima hemos utilizado las sentencias:
-> load(draw)$
draw3d(parametric(t~3-1,t73,t"3+1,t,-5,5));

Recordamos que si se utiliza wxdraw la grafica se representa en el mismo
documento de Maxima y que si se escribe draw, la representacién es en una
nueva ventana que se puede girar con el raton. Esto ayuda a visualizar con
mas facilidad la curva. r—

Ejemplo 4. Las componentes de la curva dada por
x(t) = (t* — 1,t* + 3t + 2,1)

son polinomios. Su representacién grafica es, hecha con Maxima a partir de
-> 1load(draw)$

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Industriales

ETS d
Ingenieros
Apuntes de Complementos Matemaéticos w

Las curvas cuyas componentes son polinomios se llaman curvas polinémicas.

Al estudiar las curvas polinémicas, vimos las curvas de Bézier, donde estas
curvas estan determinadas a partir de coeficientes ordenados del poligono
de control, {b;};—0._.n, y expresadas en la base dada por los polinomios de
Bernstein de grado n, B! (t):

ZbB” Zb( )tll—t)

para t € [0,1]. Vimos propiedades de estas curvas, como que son invarian-
tes por transformaciones afines, que la curva esta contenida en la clausura
convexa del poliogono de control o que se cumple:

x (0) = by, x(1) = b,,.

Ahora senalamos que todo el desarrollo hecho para las curvas de Bézier es

valido si el poligono de control no esta en el plano, sino en el espacio, es
decir, si b; € R3.

TN 1. ™ X7T-.. 1 - 1 1 D2
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Entonces la curva de Bézier cumple

2
X (t) = Z biBz‘2 (t) )
i=0
para los polinomios de Bernstein
- (1) ra-o s (3 )ra-p

Entonces la curva de Bézier es

x (1)

(—=1,2,0) B3 (t) +(0,1,0) Bi (¢t) + (1,1, —1) B (t)

(=1,2,0) ( ’ )to(l—t)2+(0,1,0) ( . )tl(l—t)1+(1,1,—1) ( . )t2<1—t)°

= (=1,2,0)t° (1 —t)> + (0,1,0) 2t" (1 — t)*

S+ (1,1, -1 —1)°

= (- (1=t P +2(1—t)+2(1 1), —?)
= (2t —1,8* =2t +2,—1%).

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es

, Booo
Lomomktoo
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Ejemplo 6. Escribamos la curva x(t) = (3 — 2t + 1,4t — 1,1?) con t € [0, 1]
como una curva de Bézier.

El grado maximo de los polinomios que forman las componentes es 3,
entonces se puede escribir como una curva de Bézier a partir de los polinomios
de Bernstein de grado 3.

x(t) = ZbiB? (t)

=boB} (t) + b1 B} (t) + byB3 (t) + b3 B3 (1)

:b0<g)to(l—t)3+b1<?)tl(1—t)2

+b2(;’)t2(1—t)1+b3(§>t3(1—t)0
= by (1 —1)> + b3t (1 —1)* + by3t> (1 — 1) + bst®.

Si llamamos b; = (5, ¥;, 2;), entonces

x (t) = (x0, Yo, 20) (1 — t>3 + (z1,y1,21) 3" (1 — t)Q + (22, Y2, 22) 3t* (1 — t)l + (23,3, 23) °
To — 3wot + 3wt — 2old + 3tz — 6122, + 337, + 3219 — 3310 + 373 \
= | yo — 3yot + 3yot® — yot> + 3tyor — 62y, + 3t3y; + 3t2ys — 33y, + tys
20 — 3tzg + 3tz + 3t229 — 6122 — 1329 + 3t220 + 3132 — 3329 + 325
xo+ 3 (—xo + x1) t + 3 (T9 — 271 + T2) 1% + (—20 + 311 — 32 + 13) 13
= Yo+ 3(—yo+y1)t+3(Wo — 2y + y2) t* + (—yo + 3y1 — 3y2 + y3) t°
20 + 3 (—ZO + Zl)t + 3 (Z() — 221 -+ 22) t2 + (—Z(] + 321 — 322 + Zg) t3
= (£ =2t + 1,4t — 1,¢%).

Igualando la tercera componente, obtenemos:
20+ 3 (=20 + 21)t+3 (20 — 221 + 20) ¥ + (—20 + 321 — 320 + 23) t° = 1%,
lo que implica

ZOZO,
—20+21=0= 21 =290=0,
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significando
Yo = —1,
3(~vo+y)=3(1+wy)=4=un Z%,
3(yo—2y1+y2):3(—1—§+y2) =0=>yz=§,

(=40 +3y1 =32 +ys) = (1 +1-5+y3) =0—=ys = 3.
Con la primera componente de los vértices del poligono de control, hacemos
To+3 (=20 + 1) t4+3 (20 — 221 + 29) * 4+ (=20 + 311 — 379 + 23) 2 = 22t +1.
Resolvemos y obtenemos:

33'0:1,

1
3(—x0+x1):3(—1+x1):—2:>x1:g,

2 1
3(x0—2x1+x2):3(1—§+$2> 20:>$2=—§a

—2o+3r1 =32t a3 =—-1+1+1+23=1= 23 =0.
Entonces, se puede escribir:

x(t) = (t* =2t + 1,4t — 1,#*) = by B (t) + b1 B} () + byBj (t) + bz B3 ()

—(1,-1,0) B} () + G %o) B (1) + (—% g %) B3 (1) + (0,3,1) B (1),

La gréfica es:

1+

gt

06 t .

04 +

02+ ;
0t

A5 T~
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2. Definiciones y primeros resultados

Nota importante: El estudio de este apartado se debe complementar
con el apartado 4.4. del documento Notas de Geometria Diferencial con apli-
caciones de Antonio Valdés, enero 2014.

Siguiendo con el desarrollo realizado para curvas en el plano, resumimos
las principales definiciones y resultados ya hechos para estas curvas, y que
son totalmente validos para curvas en el espacio, es decir, para curvas en R3.

Partimos de curvas dadas por x : I € R — R3, donde la funcién x
es al menos diferenciable una vez (aunque a veces vamos a pedir que sea
diferenciable mas de una vez). Aunque lo que sigue ya lo estudiamos en
general, vamos a repasar los conceptos de punto regular y singular, curva
regular, punto multiple y longitud de arcos con algunos ejemplos.

Comenzamos con curvas que no estan necesariamente parametrizadas por
la longitud de arco. La variable es ¢ y la curva es:

la parametrizacién no influye para determinar puntos singulares y regulares
o puntos multiples.

Ejemplo 7. Sea C la curva definida por x (t) = (¢,t* — 3t,t* + €'), para
x : [0,1] — R3. Vamos a estudiar si tiene puntos singulares y si es una curva
regular. Ademads, estudiaremos si el vector x’ (¢y), que es tangente a C' en un
punto x (tg) no singular puede ser perpendicular al plano zy.

Primero determinamos el vector x’ (t) :

x'(t) = (1,3t = 3,2t + ¢") # (0,0,0)

para cualquier ¢, porque la primera componente siempre es distinta de 0. Por

tanto, la curva no tiene puntos singulares y como la funcion que la define es

diferenciable (las componente son derivables) es una curva regular.
Ademas, el vector derivada es

x'(t) = (1,3t* = 3,2t + €')

. . . ., .
xr tiomna la micoma_divaceidn sz cantida cnia ol szaotar tancanta Dara anin caa
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Ejemplo 8. Determinemos si la curva dada por
x (t) = (1,8* — 2t,2¢%)

tiene puntos multiples.
Tiene puntos multiples y si y sélo si

(1,82 = 2t,2¢%) = (1,8 — 2, 2t3) .

La primera coordenada coincide siempre. La tercera coordenada es igual si y
solo sit = +t;. Nos interesa sélo cuando t = —t;. En ese caso, debe cumplirse,
en la segunda coordenada:

12— 2t = (—1)* —2(—t)) = 2+ 2t = £* + 214
—t=1t <= t=0.

Por eso, la curva no tiene puntos multiples. Su grafica es

Sabemos que un vector tangente a la curva en el punto correspondiente
at =ty es el vector derivada x’ (ty). El vector tangente es un vector con
su misma direccién y sentido, pero unitario, es decir, es el vector

VTR
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Tenemos:
x' (t) = (2t cost — t*sent, cost,3) , x' (0) = (0,1,3).

Por eso, el vector tangente a la curva en ¢t = 0 es

0,1,3) (0 13 >
v=—>1"T—0=|(0,——,— | .
10,1, 3)] V10 V10
Ademds, x (0) = (0,0,0). Por tanto, la recta tangente es

(z,y,2) = (0,0,0) + A (0,1,3).

Ejemplo 10. Calculemos la longitud de un paso de hélice circular de ecua-
ciones x (t) = (cost, sent, 3t).
Tenemos que
x' (t) = (—sent, cost,3) .

Un paso de hélice es la porcion de curva comprendida entre los valores ¢; y
t1 + 2m. Por eso, en este caso, tenemos:

27 27
I = / vV sen 2t + cos? t + 32dt = / v 10dt = 2v/10m.
0 0

La expresién de una curva parametrizada por la longitud de arco es

x(s) = (z(s),y(s),2(s)),

donde s es el parametro longitud de arco. Si la variable es s nos vamos a referir
a curvas parametrizadas por la longitud de arco, aunque no lo indiquemos
entonces. Y si la variable es t a curvas no parametrizadas por la longitud de
arco.

El vector tangente para una curva parametrizada por el arco, que llama-
remos t (s), verifica:

t(s) =x'(s) = ('(5), 9/ (5), 2 ()
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La funcién curvatura o curvatura es su médulo, es decir, es

k(s) = [x" ()]l
Observamos que la curvatura siempre es positiva.

Ejemplo 11. El vector curvatura y la curvatura de una recta en el espacio
es 0, tal como ocurria con rectas en el plano. r—

Ejemplo 12. Vimos que una parametrizacién por la longitud de arco de la
hélice dada por las ecuaciones

x (t) = (4cost,4dsent, —t),
para t € (—10,10), considerando ¢y = 0, era

x(s) = x (t) = (4008\/%,45811\/%, —\/%_7) .

Vamos a determinar el vector curvatura y la funcién curvatura de esta para-
metrizacion.
Tenemos que el vector tangente es:

, (. 4 <en S 4
t(s)—x<s>—( s

El vector curvatura es

COSs

; .
3
|

—_

~——

) \/ﬁ

—
~J
S‘
~J
[a—
-3
n
E’
~J

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

Ejemplo 13. La hélice del ejemplo anterior no tiene puntos de inflexién,
porque

k(s):%#O

para todo s. r—

Recordamos que para curvas planas, la curvatura determina de forma
Unica la curva, salvo movimientos en el plano, por el teorema fundamental
de la toeria de curvas planas. Esto no ocurre con las curvas en el espacio. Un
ejemplo esta en la hélice del ejemplo anterior, con curvatura constante % y
en la circunferencia de radio %, dada por las ecuaciones

17 17
x(t) = (Z cost, vy sent, 1) :

que tiene esta misma curvatura. Obviamente, ambas curvas no son la misma.
Necesitamos algo mas, como veremos mas adelante.

Tal como pasaba con las curvas planas, para curvas espaciales parame-
trizadas por la longitud de arco, los vectores tangente t (s) y curvatura k (s)
son perpendiculares, porque:[|x’ (s)||> = 1, tenemos:

dx dx ]

ds ds
Derivamos esta expresion y tenemos en cuenta las propiedades del producto
escalar, para llegar a:

*x dx dx d*x d*x dx_o

ds? ds ds dsf Cds? ds
Esto significa que el vector derivada segunda (que es el vector curvatura k (s))

es perpendicular al vector tangente t (s), o que la aceleracién de una curva
parametrizada por el arco es tangente a la velocidad.

Ejemplo 14. Comprobamos que los vectores tangente y curvatura de la
hélice circular de_los eiemnlos anteriores son ortoconales. Sabemaos aue
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Entonces
4 4 S s
ﬁ (—1—7) sen \/? coS \/—1_7
4 4 S S 1
+ \/—1_7 (—1—7) cos = sen ik — \/ﬁO
16 S S 16 S S

= sen cOS — oS sen
1717 V17 V1T 1717 V17 V17
=0.

Para curvas en el espacio, el vector tangente no tiene un tnico vector
normal. Sin embargo, cuando x” (s) # (0,0, 0) (es decir, cuando un punto no
es punto de inflexién) hay un vector normal privilegiado, y es el vector

X/l (8)

REZON

Se llama vector normal (a veces, se llama también vector normal princi-
pal). Observe que hemos elegido el vector normal de forma que para curvas
parametrizadas por el arco, tiene la misma direcciéon y sentido que el vec-
tor curvatura. En la siguiente figura se representan los vectores tangente y
normal:

n(s)

y
/

e
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Ejemplo 15. Determinamos el vector normal de la hélice circular de los
ejemplos anteriores. Sabemos que

x" (s) = —icosi —isenio
S\ 17V T I
4
Entonces
n (s) = x" (s)
RO
—H —icos i —iseni O>
4\ 17 V1T 1T VAT
s

—, SN —/—

2.1. Curvatura de una curva espacial no parametrizada
por la longitud de arco

Tal como hicimos con curvas planas, podemos determinar la curvatura
de una curva espacial sin necesidad de parametrizarla por el arco. Podemos
seguir el mismo desarrollo realizado para las curvas planas, llegando a:

d*x

k(s(t) =5
(PN [(dt\?  dx d*t
(@) (&) ~ 5
No repetimos este desarrollo, pues es igual al realizado al estudiar curvas
planas, ya que no se tuvo en cuenta que trabajabamos en R? para llegar a él.
No obstante, el vector normal n(t) a la curva en un punto tiene la misma

direccion y sentido que el vector curvatura. Por eso, conociendo la curvatura
y el vector normal, también podemos determinar k(t).
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por el arco, y asi saber que:

d*x(s)  dx(s)
I ) x ¢ (s) = | ) L
d*x (s) || || dx (s) 7r
|| ds? ' ds || "2
|l dPx(s)
|| ds?
Entonces, tenemos:
" d*x (s)
b0 = I 0l = |
= [Ix" (s) x x(s)]

d)*, dxdt) | dxdt
ds dt ds? dt ds

dt\*, dxdt) | dx
ds dt ds? dt ds
B d*x
N dt? S

dt)2 | dxdt +‘
dt ds

C(dt\*dt || (dx\  dx

- (&) & (@)~

B (dt>2 dt || dx(t) d2x(t)H
ds s dt dt?
‘ dx (t) y d*x (t) H

| dt dt?

— ’ .

Ejemplo 16. Determinemos la funcién curvatura de la curva dada por las
ecuaciones

d 't dx it
dt ds?  dt ds

dx (t)
dt

(42 -1 12
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Para esta curva, tenemos:

t —t* 4+ 1 — 442
f@:@ s 27Q,
(14 t2) (1+t2)

1 — 3¢t? 2 —3
x"(t):(4 5, 4t 3,0),
(1+1¢2) (1+12)

WWW=¢@HfﬁaZ(j%ﬁigr+l

2
= V2 V14482 4 t4,

1+ ¢
‘ J 4 2 k
t —t +174t
x' () x x" (t) = 4(1+t2) (1412)?
t2—3 t2-3
4t(1+t2) 4t(1+t2) 0
4t (t* — 3
] Gk 5) (1 =262 =" 14262 41 At + 1" — 1+ 44%).
(1+12)
Su médulo es
_ At -3)
£ ‘\/ )2 4 (1+ 262 4+ ¢4 + (4t + 1 — 1 + 4¢2)°
(1+¢2)°
4t
= —|(1( t2)5)| V3 4 162 + 26t + 16t + 35 + 8t° — 8t + 3215,
+

Por tanto, la funcién curvatura es

e >| V3 + 1662 + 26t% + 1616 + 3¢5 + 815 — 8t + 3213

L (t) _ (14t2)°
ANt = 3)[ (1 +17) V3 + 1612 4 26t* + 1615 + 3t° + 8t° — 8t + 32t
V2482 VIFA2 +

41t (1% — 3)| /3 + 16t + 26¢* + 1616 + 3¢8 + 8¢5 — 8¢ + 32¢3
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Por eso, tres puntos de inflexion son los puntos:

0?—1 1-0?
0) = 0 0)=(10,0
X() (1+027 1+027 ) ( I )7

(V) - (ﬁz—l /= vs «5) - (L2,

1+v3 143 22

N Y S G A WA -
X<_“§>‘<1+(—¢§>2’ A ﬁ)‘(”f’ ﬁ)

Una representacion grafica de esta curva es la siguiente:

K

00-20-40.00_8

No vamos a demostrarlo, pero es interesante senalar, que el vector
(x" () x x" () x x'(t)

tiene la misma direcciéon y sentido que el vector normal. Para comprobarlo,
lo multiplicamos escalarmente por x’ (¢):

(% (1) x x" (1)) x x" (1)) - x' (1)
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Pero siguiendo con estos calculos, demostramos que podemos obtener el
vector normal restando a x” (¢) la proyeccién de este vector sobre la recta
tangente, porque

(X' (8) x X" (1)) x x'(t) = =X
(

I

I
x\
~

2 I () cosa
IO

- |Ix 2 x" _ HX”<t>HCOSOéX/
= 1" (0 - P )

)" (
= X' (0" x" (t) = |1’ (1)]

donde « es el angulo entre x’ (¢) y x” (¢). Como

X" @) cosr,

EI0 L

es la proyeccién de x” (t) sobre la recta con la direccién de x’ (t), entonces
tenemos que (x’ (¢) x x” (t)) x x' (t) es proporcional al vector que resulta de
restar a x” (t) la proyeccion de este vector sobre la recta tangente. Esta idea
geométrica tan clara también es vélida para curvas planas. Pero ademas, el
desarrollo anterior nos dice que la orientacion como base del plano de t y n
para la curva parametrizada por la longitud de arco, es la misma que la de
la base x' (t) y x” (t) cuando la curva no esta parametrizada por la longitud
de arco.
La expresion
(% (1) x X" (1) x % (£).

que nos da un vector en la misma direccion y sentido que el vector normal,
es muy util para determinar del vector normal de curvas no parametrizadas
por la longitud de arco.

Ejemplo 17. Vamos a determinar el vector normal en (—1,0,0) a la curva
dada por las ecuaciones

0 t2—1t1—t2t
Xt)=|+——,t——=s .
14+¢27 1+ ¢t2
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Como

I
=|0 1 1]x(0,1,1)=1(0,4,—-4) x (0,1,1)
4 0 0
= (8,0,0)
Este vector tiene la misma direccién y sentido que el vector normal, que va
a ser
8,0,0
n(t) = (8,0,0)
1(8,0,0)]]
=(1,0,0).

Para curvas planas, cerca de un punto aproximamos a la curva por la
recta tangente y por la circunferencia osculadora. En el espacio podemos
considerar ademas el plano en el que localmente se puede considerar a la
curva contenida en él. Partimos de una curva parametrizada por el arco y
de un punto x(sg) en ella. Ademés, pedimos que este punto sea regular y
que el vector normal no sea nulo, es decir, pedimos t (sg) = x'(sp) # 0 y
n (so) = X" (s0) # 0.

Para determinar el plano que mejor se ajusta a la curva en este punto
hacemos lo mismo que para determinar la circunferencia osculadora: conside-
ramos tres puntos de la curva (el punto x (sg) en cuestién y otros dos puntos)
de tal forma que estén no alineados con él y determinamos el plano que los
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ser linealmente independientes. Se tiene que los vectores tangente t(sg) y
normal n (sg) son perpendiculares a cualquier vector director de este plano
(la demostracién estd en el documento “Notas de Geometria Diferencial con
aplicaciones” de Antonio Valdés, versién de enero 2014, pagina 77). Esto
significa que el vector t(sg) X n(sgp), que es perpendicular a los vectores
tangente y normal a la curva en x (sg), es perpendicular a su vez cualquier
vector incluido en el plano. Pero cualquier vector incluido en el plano toma
la forma x —x (so), si x = (z,y, z) es un punto del plano cualquiera. Por eso,
la ecuacién del plano osculador es:

(t(s0) xn(sg)) - (x—x(sg)) =0.
Esta condicion es equivalente a decir que
det (t (so),n (s0),x —x(s0)) = 0.

Podemos llegar a otra expresion de esta ecuacion, si tenemos en cuenta
que t (sp) y n(sp) sean perpendiculares a cualquier vector director del plano
significa que el espacio lineal generado por estos vectores, que denotamos

como e
x d’x
L =L(—,—

(¢,n) (ds’ d52> ’

coincide con el plano vectorial asociado al plano osculador. En ese caso,
podemos escribir la ecuacion del plano osculador como

dx d’x
X:X(80)+L (@,@) .

En la siguiente figura, se representa el plano osculador:

‘ n
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Senalamos que el plano vectorial asociado al plano osculador es un plano
paralelo al plano osculador y que pasa por el origen de coordenadas y que no
coincide, en general, con el plano osculador, que no pasa necesariamente por
el origen de coordenadas. Ambos planos estan generados por los vectores t
y n. Abusando de la notacién, llamaremos a ambos plano osculador y por el
contexto se distinguird a cudl nos referimos.

Si la curva no estda parametrizada por la longitud de arco, sabemos que
los vectores X' (s) y x’ (t) tienen la misma direccién. Pero ademas, el espacio
lineal (plano en este caso) generado por é—j y ‘227’2‘ es el mismo que el generado

por & v £x porque

(ol g (0 (i
—\Yds dt ds )\ de2
ydx o dPx

o TP

y el reciproco se demuestra igual. por eso, si la curva no estd parametrizada
por el arco el plano osculador es el plano dado por

dx d*x
to) + L
x(fo) + (dtdﬂ)

d*x

det (‘;—j (t),ﬁ(t),x—x(t)) = 0.

Ejemplo 18. Sea C la curva dada por la ecuacién

0 ﬁ—ltl—ﬁt
X = —_— .
1427 14+ ¢2

Vamos a determlnar su plano osculador en el punto x (0) = (—1,0,0).

0 por
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Entonces, para t = 0, tenemos

x (0) = (-1,0,0),
x'(0) = (0,1,1),
x"(0) = (4,0,0) .

Un punto (x,y, z) del plano osculador va a verificar:

(X (0 vX ( ) ($’y>z)_(_1’070))

= —4z 4+ 4y.

N O =

)
1
0
Yy
Por eso, la ecuacién del plano osculador en (—1,0,0) es

Y=z

Como propiedad, senalamos que si la curva estd contenida en un plano,
entonces el plano osculador en cualquier punto es el plano que contiene a la
curva. Por otro lado, si la torsién no se anula en x (ty), entonces la curva
atraviesa al plano osculador.

Ejemplo 19. Sea C' la curva dada por la interseccién de las superficies

2z = x2%+y,r—2 = —2. Vamos a determinar la ecuacién de su plano osculador
en el punto (1,2,3).

Es una curva plana (estd contenida en el plano z — z = —2), y por eso,
su plano osculador es este mismo plano: x — z = —2. p—

Para curvas en el espacio también se puede definir la circunferencia os-
culadora como aquella que mas se ajusta a la curva cerca de un punto. Esta
circunferencia esta contenida en el plano osculador y su centro, el centro de
curvatura, se encuentra en la direcciéon del vector normal, y en su mismo
sentido. Estd a una distancia R del punto x (o) y este valor es su radio, el
radio de curvatura. Es la cantidad inversa de la curvatura en el punto:
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Vamos a determinar el radio de curvatura y el centro de curvatura en
x (0) = (0,0,0).

El radio de curvatura R es el inverso de la curvatura k. Sabemos que

I (1) x <" (8)]
k = .
=P

Para esta curva, tenemos:

x'(t) = (2¢,1,3t%), x"(t)=(2,0,6t),
x'(0) = (0,1,0)

) x" (t) = (27 0, 0) )

1" ()] = 1,
1 7 k
X (0)xx"(0)=0 1 0|=-2k [x(0)xx"(0)] =2
200
Entonces la curvatura es:
2
y el radio de curvatura es
1
R(0) ==

Vamos a determinar ahora el vector normal, que sabemos que tiene la misma
direccion y sentido que:

(x' (1) x x" (t)) x X' ().

En este caso, es

(%' (0) x x" (0)) x X (0) = ((0,1,0) x (2,0,0)) x (0,1,0) = (0,0,~2) x (0,1,0)

i gk
=100 —2|=(200.
010
Entonces (2,0,0)
0) =~/ —(1,0,0).
e TORO TR
El cento de curvatura estd a una distancia 1 del punto x(0) = (0,0,0)
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3. Vector binormal. Formulas de Frenet.

Nota importante: El estudio de este apartado se debe complementar
con el apartado 4.5. del documento Notas de Geometria Diferencial con apli-
caciones de Antonio Valdés, enero 2014.

Vimos que una ecuacién del plano osculador es

(t(s) xn(s))  (x—x(s))=0.

Por tanto, la variacién del plano osculador también esta dada por la variacién
del vector t (s) x n (s). Este vector se llama vector binormal y se denota:

b(t)=t(s) xn(s).

En la siguiente figura se representan estos tres vectores:

b )t

n

J/

_

: dx d*x
Este vector es perpendicular al plano osculador, generado por ¢ y 93.

Este plano, como vimos, es el mismo que el generado por & y £x ontonces
: ) ) ) > dt dt2 :
si la curva no estd parametrizada por la longitud de arco, el vector binormal

tiene la misma direccién que el vector

x (t) x x" (¢).
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Vamos a determinar el vector binormal en el punto (1,0,0).
Solucion: Sabemos que

(1,0,0) =x(0)-
Por eso, calculamos:

x'(t) = (', 2t — 1,cost), x"(t) = (e",2,—sent),

x'(0)=(1,-1,1), x"(0) = (1,2,0).

Un vector con la misma direccion y sentido que el vector binormal es:

i j k
X0)xx"(0)=|1 -1 1|=(-2,1,3).

1 2 0

El vector binormal es unitario, por lo que es

1 1
b (0) = (—=2,1,3) = —(-2,1,3).
\/(—2)2 +12 4 32 14

Hasta ahora, en cada punto x de la curva, tenemos tres vectores unitarios,
t, n y b, que ademds, son ortogonales dos a dos y por eso, linealmente
independientes.Estos tres vectores son una base local para cada punto de la
curva, y van variando con ella. Se llaman triedro de Frenet

F ={t,n,b}.

En la siguiente figura se han representado los triedros de Frenet para dos
puntos distintos de la curva:

Vi
5 )j
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Ejemplo 22. Sea la curva de ecuaciones
=t y=t"+tz=t—1,tcR.

Vamos a determinar el triedro de Frenet en el punto (1,2,0).
Solucién: El punto (1,2,0) es la imagen de ¢ = 1. La parametrizacién

x(t)= (&, +t,t—1)

es regular y
x'(t)=(2t,2t+1,1), x"(t)=(2,2,0),
x' (1) =(2,3,1), X

Con estos valores, sabemos que el vector

v=(x (1) x x" (1)) x X' (1) = ((2,3,1) x (2,2,0)) x (2,3,1)

t 7k
=12 3 1|x(23,1)=(-2,2,-2) x(2,3,1)
2 20

gk
—| -2 2 —2|=(8,-2-10)
2 31

tiene la misma direcciéon y sentido que el vector normal principal n y que,
por lo tanto,

8,—2,—10 1 1
n——v ( o ) (8,-2,-10) = —— (4,—1,-5).

El vector tangente unitario a la curva en (1,2,0) es
X'(0) (231 1

t= = = 2,3,1).
ROl VErEre via oY
Por tanto, el vector binormal es
b—txm = (2,3,1) X —— (4, —1,~5) = A
- n= ) Iy y 4y T =
Vi VR VIV |, T s
—f( 14, 14, 14)—@(—1,1,—1).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

Para estudiar cémo varian el vector binormal, es mejor estudiar la va-
riacién del triedro de Frenet. Conocemos la primera de las formulas de
Frenet para curvas parametrizadas por la longitud de arco, que relaciona los
vectores tangentes y normal

t'(s) =k(s)n(s).

Vamos a extender esta relaciéon a las curvas espaciales. Si escribimos el triedro
de Frenet en forma matricial, y derivamos esta matriz, tenemos

@11 Aiz2 13
<@ d_n @)_(t(S) 1’1(8) b(S)) a91 Q99 G923 — ["=FA
ds ds ds

asy Az ass
para una matriz A, que es antisimétrica, es decir,
Al = —A;

La demostracién esté en el documento “Notas de Geometria Diferencial con
aplicaciones” de Antonio Valdés, version de enero 2014. Entonces, teniendo
en cuenta esta hecho y la primera féormula de Frenet, tenemos

0 —k(s) O
A= k (S) 0 ags
0 — Q923 0
Por la definicion de la matriz A, sabemos que debe cumplirse
db
E = Q92311 (S) .

Entonces, as3 es justamente la variacion del vector normal. Llamamos tor-
sién a esta variacién, lo denotamos como 7 (s) y se cumple

T(s):%~n(s).

La idea intuitiva de la torsién es la siguiente: como indica cuanto cambia el
vector binormal, indica cuanto cambia el vector perpendicular a los vectores
tangente y normal. Por eso, no dice cuanto se retuerce, en el espacio, la curva.

A partir de esta expresién, tenemos A y podemos escribir un sistema de
Antraninanan Aifara 1 £4 1 do I +
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Para k(s) > 0 y k(s) arbitrarias, existe una tnica curva diferenciable,
salvo movimientos en el plano, para la k(s) y x(s) son la curvatura y la
torsion.

Ejemplo 23. La curva C est4 dada por x : [a,b] — R?, tiene curvatura y
torsién dadas por k (t), 7 (t) en cada punto x (¢). Vamos a ver qué ocurre con
k(t) y 7 (t) si recorremos la curva en sentido contrario.

Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que estan recorridas por el
arco. Recorrer la curva en sentido contrario es lo mismo que dar la curva por
la aplicacién

y (s) =x(f(s))

donde f : [a,b] — [a, b] estd dada por f(s) = —s+ b+ a. Si llamamos t (s)
y t1 (s) a los vectores tangentes a la curva C, n(s) y n; (s) a los vectores
normales y b (s) y by (s) a los vectores binomales, y k (s), k1 (s) y 7(s), 71 (8)
a las curvaturas y torsiones respectivas pero recorrida segin x e y respecti-
vamente, tenemos:

6 (s) =y (s) =X (F ()) ' () = —t (s).
¥ (s) = X" (£ ()) (f' ())* + X (f () f" () = X" (f (5)).
b= Y X)L

Iy 1~ T ()

De aqui se deduce:
k(s) = " (f ()l = Iy" ()| = k1 (s),

es decir, la curvatura no cambia.
Por otra parte,

b:tXI’l:(—tl) Xl’llz—tl Xl’llz—bl,
db db
= —d—; = —7(s)ny(s) = -7 (s)n(s) =7 (s)n(s).
De aqui se deduce que las torsiones de ambas curvas son opuestas. r—
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La demostracién no es complicada:
(s) db d » x" x"
TIS) == —-NnN = — X _— - —
ds ds =1/ [l="]]
d X// d X// X//
= _— ! X ! X — *
<dsx EXT ||x~|r) Eq
_ (Xuxx_”) .X_”+(X/Xix_”) X
="l "] ds [|x"[| J |x"|
X/// X// d X//
=0+ X'X( - ——— (||x" ))
( ol Tepas W) ) e
_ (X/ " X/// > . X//
="/ [l

1 / " i 1
= X XX X =
P XX =

X// . (Xl X X///)

Hemos utilizado las propiedades del producto vectorial, que el producto vec-
torial de dos vectores con la misma direccién es 0 y que el producto escaldar
de dos vectores ortogonales es 0.

Si C es una curva con una parametrizacién arbitraria x = x (t), y x es
tres veces derivable, la torsién en un punto x (t) esta dada por

Cdet (X' (1), x" (1), x" (1))
I (£) < x ()1

T(t) =

Ejemplo 24. Vamos a encontrar la torsién de la curva dada por las ecua-
ciones
r=cost,y=t"+1,z2=t—1,teR,

para un punto genérico y para t = 0.
Sabemos que

x' (t) = (—sent, 3t*,1), x'(0)=(0,0,1),
x" (t) = (—cost,6t,0), x"(0)=(—1,0,0),
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Entonces, la torsién es:

sent 3t? 1
cost 6t O
(t) det (x' (t),x" (t),x" (t)) —sent 6 0
T = =
I’ (2) > x (B)]|* \/(6 cost + Gtsent)?
6cost + 6tsent cost +tsent

a 6/(cost + tsent)> a V/(cost +tsent)?

Para t = 0, tenemos:

cos0 + Osen0
/(cos 0+ 0sen 0)2

A partir de la expresion de 7, observamos que si la curva es plana, po-
demos hacer un giro que la transforme en una curva donde su componente
z sea 0. en ese caso, la tercera componente de x’ (t),x” (t),x" (t) va a ser
también 0 y:

det (x' (t),x" (t),x" (t)) = 0.

Entonces, la torsién es 0. El reciproco también es cierto.

4. Forma candnica local de una curva

Nota importante: El estudio de este apartado se debe complementar
con el apartado 4.6. del documento Notas de Geometria Diferencial con apli-
caciones de Antonio Valdés, enero 2014.

Partimos de una curva espacial parametrizada por la longitud de arco,
dada por x(s) : I CR — R, de tal forma que esta funcién es al menos 4
veces diferenciable. Si quisiérmos aproximar a la curva por el desarrollo de
Taylor cerca de un punto x (sg), esta aproximacién seria de la forma

/ 1 " 2 1 " 3
x (8) ~x(s0)+x (s0) (s — 80)—|—§X (s0) (s — s0) +oX (s0) (s —s0)”. (1)
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Es decir, como ya sabemos, el desarrollo de Taylor nos da la expresion poli-
nomial de grado 3 que més se ajusta a la curva cerca de x (sg). Observamos
que en esta expresién aparecen las derivadas x” (s) hasta orden 3 de x (s).
Como son vectores, se pueden a partir del triedro de Frenet

{t (s0),m(s0) ;b (s0)}-

Sabemos que
X/ (80) =t (So) .

A partir de esta expresion, utilizando las formulas de Frenet, tenemos que

X (s0) = 5 (6(50)) = K (s0)  (s0)

X (30) = 5 (k (30) 1 (50)) = = (k (50)) 1 s0) £ (s0) - (1 (s0)
= k" (s0)n(s0) + & (s0) (=K (50) t (s0) — 7 (50) b (50))
E— (s0)t (s0) + k' (so)n (so) — k(s0) 7 (s0) b (so)

Si la base tiene el origen en x(sg) y los vectores son el triedro de Frenet,
sustituyendo estas igualdades en la aproximacién por el desarrollo de Taylor

1, tenemos
/ 1 " 2 1 " 3
x (s) — x(s9) =x'(s0) (s — s0) + T (s0) (s — s0)” + i (s0) (s — s0)
+ R (s)
=t (50) (5 — 50) + gk (50) m (50) (5 — 50)°
+ % (= (s0)” t (s0) + K (s0) 1 (s0) — K (50) 7 (50) b (0)) (5 — 50)”
+R(s).

Considerando las tres componentes en base al triedro de Frenet, tenemos

z(s)=(s—5s0) — k(go) (s —s0)° + Ry,

k(e k' (e
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Es habitual simplificar y suponer sy = 0, siendo estas ecuaciones

x(s)zs—@Sg—i—Rl,
y (s) = lc(QO)S2Jr k/é0)33+R |
Z(S)_— (0)67—( )83+R3.

Estas ecuaciones se llaman forma canénica local de la curva. Y observamos,
a semejanza de lo que ocurria para curvas planas, que esta aproximacion de
la curva estd dada por la curvatura y la torsién, salvo movimientos en el
plano.

Si la curva es infinitamente diferenciable y se puede determinar por el
desarrollo de Taylor, podemos anadir mas términos, que dependen de la cur-
vatura, la torsion y sus derivadas.

Con esta referencia, si t (t9) juega el papel del vector (1,0,0), n(ty) es el
equivalente a (0,1,0) y b (¢9) es (0,0, 1), entonces plano zy, determinado por
los vectores tangente y normal se llama plano osculador. Como ya vimos, es
perpendicular al vector b y pasa por x (s¢) y su ecuacién es:

(x —x(t)) - b (to) = 0.

Se representa en la siguiente grafica, junto con la recta binormal,con la
direccién del vector binormal y que pasa por x (sgp), por lo que su ecuacién
es

x (t) = x (to) + tb (o) .
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N

04

Ejemplo 25. Vamos a determinar las ecuaciones de la recta binormal y del
plano osculador a la curva de ecuacién x : (—2,2) — R? en el punto (0, —1,1),
para x(t) = (sennt, cost,t).
Sabemos que
x(1) =(0,—-1,1).

Tenemos pues, que considerar, ty, = 1.La ecuacion del plano osculador es
(x —x(t0)) - b (t) = 0

Como el vector
x'(t) = (7w coswt, —msenmt, 1),

la misma direccién y sentido que el vector tangente, y ademds, x'(1) =
(—m,0,1), entonces la ecuacién del plano tangente es

(x—(0,-1,1)) - (=m,0,1) =0, o
z—1=0.

El vector binormal es: (1,0, ), porque

x"(t) = (=x?sennt. —w2 cos7t. 0). x"(1) = (0.72.0)
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o lo que es equivalente la del vector (—m2,0, —73), luego es la direccién de
(1,0, 7). Entonces la ecuacién de la recta binormal es

x =X (S0) +tb (so)
— (0,~1,1) + A(1,0, 7).

El plano yz, dado por los vectores normal y binormal, se llama plano
normal. La recta perpendicular a él, con la direccion del vector tangente y
por x (tg), se llama recta tangente. Se representan en la siguiente gréfica

1 305 0 05 1

La curva atraviesa al plano normal siempre, porque la tangente, que marca
en qué direccién se “mueve” la curva, es perpendicular a él. La ecuacion del
plano normal es

(X — X (to)) -t (to) == O,
porque es perpendicular al vector tangente. La ecuacién de la recta tangente
es

x (t) = x (to) + tt (to) .

Eiemblo 26. Vamos a determinar el nlano normal a la hélice cirenlar =
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el vector tangente unitario es

(- =)
V12 1+ n2)
La ecuacion del plano normal es
(x—(-1,0,1))-(0,—7,1) =0 <«<—= (z+1,9,2—1)-(0,—7m,1)=0
— —Tnmy+z—1=0 <<= z—7my=1
La ecuacion de la recta tangente es

x (t)=x (1) +tt (1)
=(—1,0,1) +t(—msenmA, mcosmA, 1) .

El plano zz, determinado por los vectores tangente y binormal, es el
plano rectificante, y la recta perpendicular a €l es la recta normal, cuya
direccién es la del vector normal. Se representa en la siguiente grafica:

N, b
1 -
05
0 p
05}
Rl
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La ecuacion del plano rectificante es
(x —x(to)) - m(to) =0,

porque es perpendicular al vector n y contiene a x (fp). La ecuacién de la
recta normal es

x (t) = x(to) +tn (o) .

Ejemplo 27. Vamos a determinar las ecuaciones de la recta normal y del
plano rectificante a la curva de ecuacién x : (—2,2) — R? en el punto
(0,—1,1), si x(t) = (sennt,cosmt,t).

Por los ejemplos anteriores, sabemos que £y = 1, que el vector

x'(1) = (7,0,1),

tiene la misma direccién y sentido que el vector tangente, y que el vector
binormal es: (1,0, 7). Por otro lado, el vector normal tiene la misma direccién
que el vector

t (1) x b(1) = (7,0,1) x (1,0, 7)
= (0,1 —7%0).

Por eso, una ecuaciéon de la recta normal es
(z,y,2) = (0,-1,1) +¢ (0,1 — *,0)
y el plano rectificante esta dado por

((z,y,2) — (0,—-1,1)) - (0,1 = 7°,0) =0 <=y + 1 =0.
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1. Determinar la curva de Bézier cuyo poligono de control es
S{(-1,1,0),(0,1,0),(1,—-1,-1),(0,1,—1),(0,—1,1)}.

Represéntese graficamente con Maxima.

Solucién: El poligono de control es
by = (—1,1,0), b; = (0,1,0), by = (1,—1,—-1), b3 = (0,1,—-1), by = (0,—1,1).

La curva de Bézier esta dada por

:2 01,1,0) ( . jtz(1t)4°+(o,1,0) < i‘)tl(l—tf—w
+ (1, 1,—1)<3)t2(1—t)4‘2+(0,1,—1)(g)t3(1—t)4‘3+
+ (0, 1’1)(j>t4(1—t)4_4

(1-

1,1,0) (1 — )" +4(0,1,0)¢ (1 — ) + 6(1, =1, —=1)> (1 — t)* +
(0,1, =13 (1 —t) + (0, —1,1) ¢*

(—
+4
(= (=t + D) 662 (—t + 1%, —t* + (—t + D)+ 4t (—t + 1)+
+ 4¢3

( t4+1) — 62 (=t +1)° t* — 43 (=t + 1) — 6t (—t + 1)
— 8% + 4t — 1, —14t" + 248> — 1262 + 1, —t* 4 8t° — 6t7)

Para representar esta curva, se ha escrito en Maxima (estd hecho en el
documento CM-Maxima-Tema4.wxm)

-—> load(draw)$
control:[[-1,1,0],[0,1,0],[1,-1,-1],[0,1,-1],[0,-1,1]17;
longi:5
B(t,n,i):=binomial(n,i)*(t~i)*(1-t) " (n-1i);
curvabezier(t) :=ratsimp
(sum(B(t,longi-1,i)*control[i+1],i,0,longi-1));
wxdraw3d
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2. Escriba la curva x(t) = (3 — 2t + 1,4t — 1,¢?) con t € [0,1] como
una curva de Bézier a partir de un poligono de control con 6 puntos.
Apoyese en Maxima para resolver el sistema que resulta.

Solucién. Si el poligono de control estd formado por {b;},_, . =

77777

.....

a partir de los polinomios de Bernstein de grado 5:

x(t) = Z b B; (t)

— b3 (£) + by B (£) + by B3 (1) + by B (£) + by B (¢) + bs B (1)
— by, ( (5) )to(l—t)5+b1 ( ? )t1(1—t)4+b2 < g )t2(1—t)3

+b3(g>t3(1—t)2+b4(i>t4(1—t)1+b5(§>t5(1—t)°
= by (1 —t)° +5byt (1 —t)* 4 10byt? (1 — t)°
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Si llamamos b; = (z;, s, 2;), y desarrollamos:

X (t) = (x0, Yo, 20) (1 = 1)°
+5 (1,91, 20) (1= )" + 10 (g, 4o, 22) 2 (1 — 1)°
+ 10 (.1’3, Ys, Z3) ts (1 - t)Z + 5 (Z’4, Y4, Z4) t4 (1 - t)l + (3357 Ys, 25) t5
20 (1 —)° 4 5ty (1 —£)* + 108225 (1 — t)® + 108323 (1 — )? + 5ty (1 —t) + toxs
= | (=7 +5ty1 (1= )" + 10 (1 = £)° + 1063y5 (1 — )* + 5t ya (1 — 1) + toys
20 (1—1)° + 5tz (1 — ) + 106220 (1 — £)® + 10323 (1 — £)? + 5ttzy (1 — 1) + 225
= (t* =2t + 1,4t — 1,£%).

Con ayuda de Maxima, resolvemos los sistemas que resultan. Cada uno
de estos sistemas consiste en 6 ecuaciones y 6 incégnitas. Por ejemplo,
para determinar x; tenemos que desarrollar primero:

zo (—t +1)° + 5tay (=t 4+ 1)* + 10822y (=t +1)°
+ 108323 (=t + 1)° + 5ty (—t + 1) + 025

y luego igualar coeficientes con 2 — 2t + 1 y resolver. Sin embargo, con
Maxima basta hacer (véase el documento CM-Maxima-Tema4.wxm):

--> curva(t) :=x0* (-t+1) "5+5*x1*t*x (-t+1) "4+10* (£t~ 2) *x2* (-t+1) "3
+10*% (£73) *x3* (—t+1) "2+5% (£74) *x4* (1-t) +(t~5) *x5;
componente (t) :=t~3-2xt+1;
aa:expand(curva(t)-componente(t)) ;
ecO:coeff(aa,t,0); ecl:coeff(aa,t,1);
ec2:coeff(aa,t,2);
ec3:coeff(aa,t,3);
ecd:coeff(aa,t,4);
ech:coeff(aa,t,b5);
linsolve([ecO,ecl,ec2,ec3,ecd,ech], [x0,x1,x2,x3,%x4,x5]);

De forma similar se procede con las otras componetnes e los vértices
del poligono de control y se obtiene el siguiente poligono de control:

31)(131)(173)(1113)
1,—1 2 = S22 =) (=2 2), (-2, =2 1).
( 9 70)’ 57 570 Y 575710 9 1075710 7 57 5 75 7(0’37 )
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-> kill(all)$
load(draw)$
curvabezier (t) :=[t~3-2%t+1,4*t-1,t"2];
control:[[1,-1,0],[3/5,-1/5,0],[1/5,3/5,1/10],[-1/10,7/5,3/10],
(-1/5,11/5,3/51,[0,3,11];
wxdraw3d
(parametric(curvabezier(t) [1],curvabezier(t) [2],curvabezier(t) [3],t,0,1),
point_type=filled_circle, point_size=2,
color=cyan,points_joined=true,points(control));

Resulta:

e
P N ¥ 5 T o TN

-02
002 04 o5 08

3. Determinese el poligono de control de la curva de Bézier de la curva
dada por

x(t) = (* — 2t + 1,4t — 1,%)
con t € [0, 1], pero cuando este poligono tiene 5 puntos. Este ejemplo
se hizo para un poligono de control de 4 puntos en los apuntes.
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de Bernstein de grado 4:

x(t) = > BB ()

= boB; (t) + by B} (t) + by B, (t) + by B3 (t) + by By (t)

:bo(g)750(1—75)4+b1(111)151(1—75)‘”’%2(;1)752(1—75)2

+b3(§)t3(1—t)1+b4(i)t4(1—t)0

= by (1 —t)" +bydt' (1 — £)> + by6t? (1 — 1)* + bgdt® (1 — 1) + byt™.
Si llamamos b; = (5, y;, 2;), entonces
X (t) = (1’07%, ZO) (1 - t)4 +4 (513'1, Y1, 21) t! (1 - t)s +6 ($27y2, 22) £ (1 - t)2
+ 4 (23,3, 23) 7 (1 — t)l + (24, Y1, 22)
1= 2o +4(1 =) tay +6 (1 — )2 2my + 4 (1 — ) 323 + thay
(1—=1)"xo 3
= O=t)'yo+4(1 —t)tys +6(1 — 1) Pyo + 4 (1 — t) tPys + t'y,
(1=t 20+4(1 =) tz1 +6(1 —t)° 220+ 4 (1 — t) 325 + 2y
( zo + (—4xo + 4z1) t + (6xo — 1221 +6x2)t2+(—4xo+12az1 —12x2+4x3)t3+(m0—4m1+6x2—4az3+a:4)t4 >t
= + (

yo + (—4yo + 4y1) t + (6yo — 12y1 + 6y2) 2 + (—dyo + 12y1 — 12y2 + 4y3) t3 + (yo — 4y1 + 6y2 — dyz + ) t*
20 + (—4z0 + 4z1)t + (6zxo — 1221 + 6zx2) t2 4+ (—4z0 + 1221 — 1229 + 423) 3+ (z0 — 421 + 622 — 423 + 24) t4

= (t* =2t + 1,4t — 1,%).

Resolvemos con ayuda de Maxima el sistema y tenemos:

Zo , L1 273:2 , L3 4,1’4 )

Yo = _17y1 :an2: 1ay3 :2>y4:37
1 1

20=0,21=0,20 = 6723: 5724: L.

Los puntos son:

(1,-1,0), (£.0,0), (0,1, Lo kY 0.8
) 77277 ) 776’ 47727 V] *

Entonces, la curva se puede escribir como:

x(t) = (£ =2t + 1.4t —1.t%) = boB2 (1) + by B} (t) + byBi (t) + by Bi (1) + byBi (1)
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4. Sea C'la la curva dada por

x:t3—t,y:t5—t,z: sen 2rrt.

m™ T

para t € [—7,5]. Estudiar si es una curva regular y si (0,0,0) es un

punto multiple.

Solucion: La curva es regular si no tiene puntos singulares, es decir,
puntos donde el vector derivada sea (0,0,0). Como el vector derivada
es

x'(t) = (3t* — 1,5t* — 1,2sen 7t cost)

este vector se anula y y soélo si
3t2—1=0,
5t —1 =0,
2senmtcosmt = 0.

Esto no ocurre simultaneamente para ningin valor de ¢, por tanto, es
una curva regular.

Para que sea (0,0, 0) sea punto multiple debe ser

r=0,y=0,2=0

1 AY
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5. Hallar la recta tangente a la hélice circular = cos7t,y = sennt,z =t
en el punto correspondiente a z = 1.

Solucion: El punto z = 1 corresponde at = 1y a x = cosm =
—1,y = senw = 0. El punto serd (—1,0,1). Un vector director de la
recta tangente es el vector derivada en ese punto. Como
x (t) = (cosmt, sent,t),
x' (t) = (—wsenmt, mcos7t, 1),
en t = 1 este vector es
(0, —m,1).

Por eso, la recta tangente tiene por ecuaciones

r=—140\ y=0—7\, 2=14 ),

x:—l,zzl—g.
v

6. Sea C'la curva definida por las ecuaciones
x(t) = (%, 4t,t%)
Determine la funcién curvatura y el radio de curvatura en x(0) =
(0,0,0).
Solucién: Sabemos que
/ t 1 t
b = X0 )
%" ()]

Para esta curva, tenemos:

x'(t) = (2t,4,3t%), x"(t) =(2,0,6t),
X/ (0) = (0,4,0), x" (0) = (2,0,0), HXI (O)]l =4,

x'(0) x x"(0) = = =8k, ||x"(0) xx"(0)|| =8.

N O S
O =~ .
o O

Entonces la curvatura en (0,0,0) es
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7. Encontrar la curvatura y el vector normal de la parametrizacién x :
R — R? x (t) = (t,2t%,1?).
Solucion: Comenzamos con la curvatura k,

Sabemos que

I’ (1) x x" ()]

= or

Para esta curva, tenemos:
x (t) = (1,4t,2t), x"(t)=(0,4,2),
I (Ol = /1 + (4 + (20)° = VI F 20

ik
X' () xx"(t)=|1 4 2t |=—25+ 4k,
0 4 2

Ix' (£) % x" ()] =/ (=2)" + 42 = V20 = 25,

Entonces

2v/5
VIt

El vector normal tiene la misma direccion y sentido que el vector

(x () x X" (1)) x X' (¢).

k() =

En este caso, es

(x'(t) x X" (t)) x x" () = ((1,4¢,2t) x (0,4,2)) x (1,4, 2t)
= (0,—2,4) x (1,4¢,2t)

ik
=0 =2 4 |=(-20t,4,2).
1 4t 2t

Como debe ser unitario, el vector normal es

(—20t,4,2)

n () = 20, 4,2)]
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8. Sea C' la hélice dada por la ecuacion
x (t) = (acost,asent,bt).

Vamos a determinar su plano osculador en el punto x (0) = (a, 0, 0).

Solucion. Tenemos:

x'(t) = (—asent,acost,b),
x" (t) = (—acost, —asent,0).
Entonces, para t = 0, se cumple
x (0) = (a,0,0),
x'(0) = (0,a,b),
x"(0) = (—a,0,0).

Un punto (x,y, z) del plano osculador va a verificar:

0 = det (x' (0),x" (0), (x,y,2) — (a,0,0))
[ 0 a h |
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9. Determinese el centro de curvatura de la curva dada por las ecuaciones
xr=cosf,y=senf, z=0en z=r.
Solucién. Es el punto (1,0, ).

Hay que determinar lel vector normal y el radio de curvatura. Sabemos
que el vector

(x'(0) x x"(0)) x x'(0)

tiene la misma direccion y sentido que el vector normal principal. Por
eso, hacemos:

x'(0) = (—senf,cos0, 1), x"(0) = (—cosf,—senb,0),

7k
x/(1) x x"(7) = (0,—1,1) x (1,0,0) = | 0 —1 1 |=(0,1,1),
1 0 0
ik
(x'(m) x x"(m)) x x'(7) =(0,1,1) x (0,—1,1)={ 0 1 1 |=(2,0,0).
0 -1 1

Por eso, el vector normal en el punto correspondiente a 6 = 7 es
n(r) = (1,0,0).
Como la curvatura en un punto genérico esta dada por

_ I (o) x X" (o)l
I (o) I”

Y

k (to)

en este caso tenemos:
@) x @] 0. -LD)_ V21
K@F IOLDP  v3 2

el radio de curvatura en el punto x(7) = (—1,0,7) es R(w) = 2. El
centro de curvatura es, por tanto:

k(m)

c=x(m) + R(m)n(r) = (—-1,0,7) + 2(1,0,0) = (1,0, 7).
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a) (—1,0,7/2).
b) (—m,0,m).

c) (1,0,m).

d) (1,1,1).

e) (0,—1,1).

) (

g) (m,1,m).
h) (1,0,1).

i) (1,—1,1).
)

j) Ninguno de ellos.

~

—1,m, ).

Solucién. Es correcta la opcién c). Lo comprobamos, haciendo

x'(t) = (mwcosmt, —msenmt, 1),
x"(t) = (—m*senwt, —* cos 7t, 0).

Como
(Oa _L 1) =X (1) 9

en este punto se tiene
x'(1) = (-,0,1), x"(1) = (0,7°0).
Por tanto, la direccion del vector binormal es la del vector
i j k
1| =—7m%i—7%k
0 72 0
o lo que es equivalente la del vector (—n%,0, —73), luego es la direccién

de (1,0, ).

11. Sea la curva de ecuaciones
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Entonces determinamos:

x'(t) = (—sent,2t,2), x"(t) = (cost,2,0),
x' (0) = (0,0,2), x"(0) = (1,2,0).

La curva no estd parametrizada por la longitud de arco y entonces,

tenemos el vector tangente a la curva es:

1

6(0) = gy (002 = (0,0,1).

Ademas, sabemos que
v = (x'(0) x x"(0)) xx"(0) = ((0,0,2) x (1,2,0)) x (0,0,2) = (4,8,0)

tiene la misma direccién sentido que el vector normal principal n y
que, por lo tanto,

v (4,8,0) 1 1
n= = = 4,8,0) = — (1,2,0).
N vEre s 0T E 020
Por tanto, el vector binormal es
b—txmn=(0,01)x —(1,2,0) = — (0,0,1) x (1,2,0)
= n= s Yy = s = = s Yy ) &y
V5 5

1
:%(—2,1,0).

Entonces el triedro de Frenet es

1 1
{(0,0,l),ﬁ(l,Q,O),ﬁ(—Zl,O)}.

12. Sea C' la hélice dada, para las constantes a,b € R, por la ecuacion
x (t) = (acost,asent,bt) .

a) (Cudl es el triedro de Frenet en un punto genérico x (to)? ;Cudl
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a) Tenemos que calcular
x'(t) = (—asent,acost,b), x"(t) = (—acost,—asent,0).
El vector v dado por
v =(x'(t) x x" (t)) x X' (¢)
= ((—asent,acost,b) x (—acost, —asent,0)) x (—asent,acost,b)
i j k
=| —asent acost b | X (—asent,acost,b)
—acost —asent 0

= (absent, —abcost,az) X (—asent,acost,b) =

7 j k
= | absent —abcost a?
—asent acost b

= (= (a® + ab®) cost, — (a® + ab®) sent,0),

tiene la misma direcciéon y sentido que el vector normal principal

n. Por eso:
n— v _ (= (a® + ab®) cost, — (a* 4 ab®) sent,0)
v \/(—(a3+ab2))2 cos?t + (— (a3 + ab?))” sen 2t
1
= —(a3 T ab?) (— (a3 + ab2) cost, — (a3 + ab2) sent, 0)

= (—cost,—sent,0).

Por otro lado, el vector tangente unitario a la curva en (a cost, asent, bt)
es
x' (t —asent,acost,b 1
t= (t) = ( - .9 = (—asent,acost,b).

I (£l \/(—a sen t)2 + (acos t)2 + b2 Va? + b’

Por tanto, el vector binormal es

b=txn = (—asent,acost,b) x (cost, sent,0)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matemaéticos w

El triedro de Frenet es:

{t= a21+ 7 (—asent,acost,b),n = (—cost,—sent,0),
b= \/CL;W (bsent, —bcost,a)} .
Para t = 0, tenemos
t(0) ! (—asen0,acos0,b) ! (0,a,b)
=770 , ) e , A, )
n(0) = (—cos0,—sen0,0) = (—1,0,0),
1 1

b (0)=——— (bsen0, —bcos0,a) = (0,—b,a).

Por eso, el triedro de Frenet es

1 1
{\/(12:+b2 (0,0,8),(~1,0,0), ~— (0, =, a)}.

b) Para calcular la curvatura, hacemos primero:

|Ix" (t)]] = \/(—a sent)® 4 (acost)” + b2 = Va2 + b2,

Ix" ()] = \/(—asent)2 + (—acost)® = a.

Entonces, la curvatura es

_ K@) xx" @)

k(t)
I’ (£)]*
1 va?+b?
=— H(absent, —abcost,aQ)H = %
N N
a
o b’
porque
‘ i j k
/ L L 1
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c) Sabemos que la torsién es, para una parametrizacién arbitaria:

_det (X/ (t) 7)(// (t) ,X/// (t)) '
I’ (£) > %" (2)]|”

T(t) =

Como
x' (t) = (—asent,acost,b),
x" (t) = (—acost, —asent,0),
x" (t) = (asent, —acost,0),
x' (t) x x" (t) = (absent, —abcost, a®)
x' () x x" (|| = ava? + b2
[x" ()
entonces:
—asent acost b
det (x' (t),x" (t),x" (t)) = | —acost —asent 0
asent —acost 0
= a’bsen ’t + a’bcos’ t
= a’b.
Y:
a’b b

T(t) = _(a /a2+b2)2 R

13. Determine la ecuacion de la recta normal y del plano normal y osculador
a la hélice de ecuaciones « (t) = (2cost,2sent,t) en el punto (2,0,0).

Solucion: El plano normal es el plano perpendicular a la recta tangente
y el plano osculador es el plano que pasa por el punto y cuyo vector
caracteristico es el binormal, es decir t x n. Para esta representacion,
tenemos

x' (t) = (—2sent,2cost, 1),

I (O = \/(~2sent)? + (2cost)® +1 = V5,
x" (t) = (—2cost, —2sent,0),
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Por eso, el vector tangente es

X0 1
SO v Y

El plano normal tiene la ecuacion

t(0)

£(0) - (x—x(0)) = 0 <= %(O,Q,l)-(w—?,y,z)zo

2 1
— —=y+—=2=0<= 2y+2=0.

YERRE

Un vector en la misma direccién y sentido que el normal es

v (0) = (%' (0) x X" (0)) x x'(0) = ((0,2,1) x (=2,0,0)) x (0,2,1)
? ok
_lo 21 % (0,2,1) = (0, -2,4) x (0,2, 1)
-2 0 0
v 7k
=10 -2 4 |=-10:.
0 2 1

El vector normal es n = (—1,0,0). La ecuacién de la recta normal es

x = (z,y,2) =x(0) +tn (0) = (2,0,0) +t(—1,0,0)
—(2-1,0,0).

Entonces

1
txn=—=(0,2,1) x (=1,0,0) =] 0
72 (0.2,1) x (=1,0,0

__1,+2k_(0_1 2)
- \/Sj \/g_ ) 57 5

y la ecuacion del plano osculador es
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14. Seala curva dada por la interseccién de las superficies z = 2?4y, x+2 =
2. Determinese b y ¢ para que el vector (3,b,c¢) pertenezca al plano

normal a la curva en el punto P = (1,0,1) y forme con el vector
(—=1,0,—1) y el vector tangente a la curva en P una base ortogonal de
R3.

Solucién: b= 2,¢c = —3.

Unas ecuaciones paramétricas de la curva se obtienen haciendo x = u
y despejando vy, 2z, con lo cual resulta

2

r=uy=2—u—u,z2=2—u.

El punto dado es la imagen de u = 1 por lo tanto x(u) = (u,2 —u —
u?,2—u) y x'(u) = (1,—1—2u, —1) es el vector tangente y para u = 1,
tenemos

x'(1)=(1,-3,-1).

Nétese que (1,—-3,—1)-(—1,0,—1) = 0.

Se trata de encontrar un vector (3,b,¢) cuyo producto escalar con
(—=1,0,—1) y con (1,—3,—1) sea cero. Entonces

(3
(3

,b,c)-(=1,0,—-1) =0, —-3—-c=0,

b
be)(1,-3,-1) =0, = 3-3h—c=0, ~ = H=2

15. Sea la curva de ecuaciones
r=ty=t"4+1,2=t—1,tcR.

Determinense las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectifi-
cante en el punto (0,1, —1).

Solucién: El punto (0,1, —1) es la imagen de ¢t = 0. Sabemos (por los
apuntes), que el triedro de Frenet en ese punto es

1 1 \/§
{\/ﬁ (2,3,1), 75 (4,—1,-5), 3 (-1, 1, —1)} :

™ 4 - - 1 1 1 1
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La ecuacion del plano normal es

1
0=((x,y,2) —(0,1,—-1)) - T (2,3,1) —
0=2x+3y—2+=z.
El plano rectificante tiene por ecuacion:
1
0= ((ZE,y,Z) - (07 17 _1)) ’ _42 (47 _17 _5) <

0=4r —y—4 -5z
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5. Superficies

5.1. Ejemplos de superficies. Visualizacién en el orde-
nador

Intuitivamente, una superficie es el lugar geométrico por donde se mueve
una particula con dos grados de libertad, u y v. Esto quiere decir que (u,v)
le corresponde una posicién x (u.v) o

x (u,v) = (z (u,v),y (u,v), z (u,v)) = (1 (u,v) , 22 (u,v), 3 (u,v)) .

En general podemos considerar que x = (x1, 23, r3) es una funcién continua
de conjunto U C R? en R3. Pero en esta asignatura vamos a pedir esta
funcion sea diferenciable, en ocasiones mas de una vez.

Ejemplo 1. Si llamamos U = {(u,v) € R? : u? + v? < 1}, entonces la
superficie dada a partir de

x (u,v) = (u,v, 1—(u?+ 02))

es una semiesfera de 1. Esta ecuacion se llama paramétrica, porque depende
de dos parametros. La ecuacién implicita seria de la forma

?+yt 427 =1,

para 22 + 3% < 1. Se representa en la siguiente figura:
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Swenalamos que en general una esfera centrada en (0, 0,0) y radio r estd dada
por las ecuaciones implicitas

42—
y por las ecuaciones paramétricas

x = rcosfsenp,
y = rsenfsen ,

2 =1TCcosp,
para9€ [0727T]? w e [_gag] L

Este ejemplo, justo con gran parte de los que aparecen en este documento,
esta representado en CM-tema5-Maxima.wxm.

Ejemplo 2. El cilindro circular de radio 1 estd dado por las ecuaciones
paramétricas:

x; (u,v) = (u, V1—u?, v) :
Xy (u,v) = (u, V1 -2, v) .

Es necesario utilizar dos ecuaciones, porque en caso contrario, sélo se cu-

bririan con una de las dos parametrizaciones, los puntos donde v > 0 o donde

y < 0. Para representar esta superficie con Maxima, tenemos que escribir:

-> load(draw)$
wxdraw3d (proportional_axes=’xyz,color=blue,
user_preamble='"set size ratio 1",
xtics="false,ytics="false,ztics="false,
parametric_surface(u, (1-u~2)°0.5,v,u,-0.999,0.999,v,-0.999,0.999),
parametric_surface(u,-(1-u"2)"0.5,v,u,-0.999,0.999,v,-0.999,0.999));
La ecuacion implicita es

x2+y2:1.

Con Maxima se representa como
-> load(draw)$
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Hemos visto superficies dadas por ecuaciones implicitas o paramétricas.
En general, en esta asignatura vamos a trabajar con las ecuaciones paramétri-
cas. Es interesante senalar que no siempre es sencillo pasar de un tipo de ecua-
cion a otra, como vimos al estudiar las curvas. Si en las ecuaciones implicitas,
se puede despejar una de las variables en funcién de las otras, tenemos las
ecuaciones parameétricas.

Ejemplo 3. La superficie dada por
?4y—e*=3
tiene una ecuacién implicita
x (u,v) = (u,3+ ¢e" —u*,v)

porque la variable y cumple:
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Sin embargo, para pasar de la ecuacién paramétrica a la implicita requiere
pensar como encontrar una relacion entre las variables que intervienen y
puede ser mas complicado.

Ejemplo 4. Un cono tiene por ecuaciéon paramétrica
x (u,v) = (ucosv,usenv, u).

Para obtener las ecuaciones implicitas, debemos observar que en la primera
coordenada aparece un parametro multiplicado por un coseno y en la segunda
esta multiplicado por el seno, y este parametro es justo la tercera coordenada.
Por eso, podemos hacer

T =UuUcCosv, Yy =usenv

r? + Yy = u? (coszv + sen2v) = u?.

Pero justo tenemos que u = z, y asi tenemos las ecuaciones implicitas:
2

x2—|—y2=z.

Su grafica es
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L — I S A
7

Una forma de generar una superficie es a partir de una curva. Si tenemos
una funcién x cuya imagen nos da una curva, podemos suponer que uno de
los dos parametros, por ejemplo, u, esta fijo, y entonces tenemos una curva
x (u,v) al hacer que v sea una variable. Si a continuacién pensamos en u
como un parametro que puede variar, la superficie es barrida por la curva
moviéndose. Asi, vemos una superficie como la posicion del espacio que ocupa
una curva maévil.

Ejemplo 5. Un toro T es la superficie generada por una circunferencia de
radio a que gira alrededor de una recta fija de su plano. Esta dado, por ejem-
plo, por las ecuaciones, para a, b constantes con a < b, para la circunferencia
de radio a, situada el el plano yz, por ejemplo, y con centro a una distancia
b del eje z, alrededor del cual gira. La ecuacion paramétrica del toro, en este
caso, es

x(p,0) = ((b+ aseny)cos @, (b+ asen ) send,acosp),

para ¢, 0 € [0,27). A partir de esta ecuacién, podemos obtener la ecuacién
implicita, observando que si llamamos
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Como
a® =22 +a*sen’p = 22 + (\/m— b)2
=24 (V)
Por eso, la ecuacién implicita del toro es
(b Vv @) 2=

La representacion grafica del toro se muestra a continuacién.

Véase el ejemplo 6 de la pagina 83 del documento “Notas de Geometria
Diferencial con aplicaciones” de Antonio Valdés, enero 2014.

Ejemplo 6. Un helicoide es la superficie formada las rectas que se apoyan
en una hélice. Por ejemplo, tenemos una hélice de ecuacion
x; (u) = (cosu, senu,u)

sobre la que se apoyan las rectas paralelas al plano zy (o z = 0) y cortan al
eje z v a los puntos de la hélice. La ecuacion de esta recta, para cada punto

~. (2:1) Ao
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Hay mas formas de generar superficies. Otra forma es partir de una curva
y hacer que giera alrededor de una recta fija (que se llama eje de rotacion)
que esta en el mismo plano que la curva, de tal forma que la circunferencia
que describe cada punto de la curva al girar estd en un plano perpendicular
al eje. Se llaman superficies de revolucién.

Ejemplos de superficies de revolucién son el toro (una circunfenrecia gi-
rando alrededor de un eje que no la corta), una esfera (una circunferencia
girando alrededor de un eje que contiene a un didmetro suyo)

Ejemplo 7. Vamos a determinar las ecuaciones de la superficie generada al
girar la curva dada por z = y2, 2 = 0 alrededor del eje .
Una ecuacion paramétrica de la curva es

x; (u) = (0, u, u?).

Si las coordenadas de un punto de la superficie son (x,y, z), por un lado se
cumple que existe u tal que (0,u,u?) = (z,y,2). Y por otro, se tiene que
cumplir que los puntos que estan en la superficie y que tienen la misma
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Esta superficie es un paraboloide eliptico y su gréfica (en azul), junto con la
curva que lo genera (en rojo) se representa a continuacion:

asoaaa

[=10FNasls sl NN N w31+ ]
LI B B B

Las superficie de traslacién estan generadas al trasladar una curva,
llamada generatriz y de ecuacién x; (u), moviéndose paralelamente a si mis-
ma, a lo largo de otra curva de ecuacién x, (v), que se llama directriz, con la
que tiene un punto en comin a = x; (ug) = X2 (vp). La ecuacién vectorial de
esta superficie esta dada por

x (u,t) = x2 (v) + x1 (u) — %1 (up) .

Observe que el papel de la directriz y la generatriz son intercambiables, lo
que se aprecia muy bien en la ecuacion.

Ejemplo 8. El cilindro es una superficie de traslacién, si consideramos una
recta que se traslada en una circunferencia (o una elipse) que estd en su plano
normal. Es ademads y a la vez, una superficie de revolucion. r—

Ejemplo 9. Vamos a determinar la ecuacién de la superficie de traslacion
que se obtiene al trasladar la recta x = 1,y = 0 a lo largo de la elipse
2 =022+ 4y*> = 1.

T.a ceneratriz es la recta v 1a directriz eg 1a elinge IIna narametrizacidn
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Un punto en comun es el punto (1,0, 0). Entonces, la ecuacién de la superfice
de traslaciéon es

x (u,0) = xa (u) +x1 (#) — %71 (0)

1
= (1,0,u) + (cos@, 588119,0) —(1,0,0)

1
= (cos 0, 5 sen Q,U) .

Es un «

Lo
=0 9

Ejemplo 10. Un paraboloide eliptico se obtiene trasladando una parabola
a lo largo de otra que la corta perpendicularmente y donde el vector cur-
vatura de ambas tiene la misma direccién y el mismo sentido. Sus secciones
horizontales son elipses.

Vamos a encontrar la ecuacién del paraboloide eliptico que se obtiene al
trasladar la parabola x = 0, z = y* a lo largo de la parabola y = 0, z = 222

La generatriz es la primera parabola y la directriz es la segunda. Una
parametrizacién de cada una de ellas es

xy (u) = (O,U, u2) ,Xo (t) = (t,0,2t2) )
Un punto comun es (0,0,0) = x; (0,0,0) = x5(0,0,0). La ecuacién de lal

narahalida Alint;

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



ETS de
Ingenieros

Industriales

Apuntes de Complementos Matematicos

Ejemplo 11. Un hiperboloide parabdlico es la traslacién de una pardbola
a lo largo de otra que la corta perpendicularmente y donde el vector curva-
tura de ambas tiene la misma direccion, pero distinto sentido. Las secciones
horizontales determinan hipérbolas, excepto la del plano que pasa pasa por
el vértice comun de las pardbolas, que son dos rectas que se cortan. Si las
parabolas generatriz y la directriz son iguales, las rectas son perpendiculares
entre s{ y forman un dngulo de 7/4 radianes con respecto a las generatrices
(més adelante se verd qué significa esto). —

Ejemplo 12. En un paraboloide parabdlico una pardbola (generatriz) se
traslada sobre otra (directriz) y son tales que sus vectores curvatura son
perpendiculares. Las secciones horizontales determinan parabolas. Vamos a
encontrar la ecuacion del paraboloide parabdlico que se obtiene al trasladar
la parébola x = 0, z = y* a lo largo de la pardbola y = 2%, z = 0.

La generatriz es la primera parabola y la directriz es la segunda. Una
parametrizacién de cada una de ellas es

x1 (u) = (O,U, u2) , X2 (t) = (t,t2,0) .

Un punto comin es (0,0,0) = x; (0,0,0) = x5 (0,0,0). La ecuacién del pa-
raboloide parabdlico es

L FARY VTR Lo O
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S =MW

5.2. Superficies de Bézier. Visualizacion en el ordena-
dor

Este apartado se debe estudiar en el apartado 5.1. del documento Notas
de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero 2014.

5.3. Superficies parametrizadas regulares

Importante: Se debe estudiar estudiar en el apartado 5.2 del documento
Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero
2014. Se puede completar, si asi lo desea con el apartado 5.3.

A continacién se dan ejemplos y algunas ideas, pero no cubre todos los
contenidos de este apartado.

Se parte de una parametrizacion de una superficie, dada por la aplicacién
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denotamos con x, (u,v) y x, (u, v). Obsérvese que se indica respecto a qué va-
riable se deriva con el subindice, es decir

0 0

x, (u,v) = e (u,v), xy(u,v) = 5% (u,v).

Se dice que el punto de la superficie x (ug,v) es regular si la matriz
cuyas filas (o columnas) son las derivadas parciales tiene rango 2 (es decir, si
la matriz jacobiana tiene rango 2). Esto es equivalente a decir que los vectores
son linealmente independientes, o que

X, X X, # 0.

En los puntos donde el rango de la matriz jacobiana es menor que 2 o los
vectores son linealmente dependientes se llaman singulares y en ellos se
cumple

X, X X, = 0.

Una parametrizaciéon es regular si todos sus puntos son regulares.

Ejemplo 13. Si f : U — R, es una funcién diferenciable, entonces su grafo
dado por

x (u,v) = (u,v, f (u,v))

es una superficie parametrizada.
Efectivamente:

X, (u,v) = <1,0, %) . Xy (u,v) = (0,1,%)

y se cumple que el rango de
10
0 1

siempre de 2, por lo que todos sus puntos son regulares.

SIS

Ejemplo 14. Vamos a estudiar si la parametrizacion
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Entonces la matriz jacobiana es

11 2u
0 -1 2o
y su rango es 2 para todo (u,v) € R% También podiamos haber comprobado
que
Xy X X, = (1,1,2u) x (0,—1, 2v)
= (2v + 2u, —2v, —1) # (0,0,0)
siempre. —

A continuacién en “Notas de geometria diferencial con aplicaciones” se
determina el plano tangente a la superficie en un punto x (ug, vg) a partir de
los vectores x, y X,: es el plano que pasa por X (ug,vy) y que estd generado
por los vectores x,, (ug, vg) Y X, (4o, Vo).

Si llamamos

Normal (u,v) = x, (u,v) X x, (u,v),

entonces la ecuacién del plano tangente a una superficie S dada por x (u, v)
en un punto x (ug, vo) = (Zo, Yo, 20) tiene por ecuacién implicita

Normal (ug, vg) - (x — 2o,y — Yo, 2 — 20) = 0.
También se puede encontrar a partir de:
T — T Y—Yo 2= 20
Ty (U0, v0)  Yu (U0, Vo) 2y (o, v0) | = 0.
Ly (Uo, Uo) Yo (Uo, Uo) Zy (Uo, Uo)
La ecuacion paramétrica del plano es
(,y,2) = P (A, 1) = (2o, Yo, 20) + AXu (o, vo) + pX, (U, Vo) -

En “Notas de geometrla diferencial con aphcamones se exphca la dlferen—
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Ejemplo 15. Sea S la superficie dada por la parametrizacién

x:u2v+v,yzv2—l—1,z:u2—uv.

Vamos a determinar las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano tan-
gente en el punto correspondiente a u = 1,v = 1.
Tenemos que

x (u,v) = (uQU—l—v,vQ—l—l,uQ—uv),
x(1,1) = (2,2,0).

Determinamos los vectores

Xy (u,v) = (2uv,0,2u —v), x,(1,1)=(2,0,1),
X, (u,v) = (v+1,2v,—u), x,(1,1) =(2,2,—1).

El plano tangente pasa por x(1,1) = (2,2,0) y contiene a los vectores
x, (1,1) y x, (1,1), es decir, su ecuacién implicita es:

r—2 y—2 =z
0= 2 0 1 | =4y — 2z + 42 — 4,
2 2 -1

02y —x+2z=2.
La ecuacion paramétrica es

p () =(2,2,0)+ A (2,0,1) + p(2,2,—1).

5.4. Curvas sobre superficies

Importante: Se debe estudiar también en el apartado 5.5 del documento
Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero
2014.

A continacién se dan ejemplos y algunas ideas, pero no cubre todos los
contenidos de este apartado.
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Resumiendo, si tenemos una superficie diferenciable dada por una aplicacién
de un conjunto U del plano (de R?) en el espacio, un tenemos una curva
plana definida a través de otra aplicacién diferenciable de un intervalo en ese
conjunto U, entonces tenemos una aplicacién de un intervalo en el espacio,
que nos da una curva en el espacio, pero que a la vez es una curva que
esta contenida en la superficie S.

Ejemplo 16. Una parametrizacién de la esfera de centro (0,0,0) y radio 1
es
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, senfsen ¢, cos ¢),

para 6 € (0,27),¢ € (0, 7). Curvas contenidas en ella son las circunferencias
dada por

(x/ﬁ V2

2
—— cost, — sent, £> , parat € (0,2m),

2 2 2
2 2
(% sent, g sent, cos t) , parat € (0,7).

Son un paralelo y un meridiano. Se representan en la siguiente figura

05+
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Un vector tangente a la curva es

X'(t) = u' (t) xu (u (t) , v (1) + 0" () %0 (u (t) , 0 (1))

:dx(u,v)(;f:>.

Ejemplo 17. Consideramos la esfera, de ecuaciones paramétricas
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen @ sen ¢, cos ¢)
para 6 € (0,27),¢ € (0,7). Para t € (0,7) definimos:
(u(t),v(t)) = (sentcost,t).
Entonces

x (u(t),v(t)) = (cosu(t) senv (t), senwu(t) senw (t),cosv (t))

= (cos (sentcost) sent, sen (sentcost) sent,cost)

es la ecuacién de una curva contenida en la esfera. Se representa en la si-
guiente figura:

05
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entonces

X'(t) = ' (t)xu(u(t), v(t)) + V' ()%, (u(t), v(t)
= (cos*t — sen’t) (—senusenv, cosusenv, 0)

+ 1 (cosu cos v, senu cos v, —senv) .

En una superficie hay varias curvas destacadas por sus propiedades. Un
tipo de curvas destacadas son las geodésicas. Se pueden definir como curvas
donde su aceleracién x” (t) siempre es normal a la superficie, es decir, la
proyeccién de x” (t) en el plano tangente es el vector 0. Intuitivamente, si
nos movemos por una geodésica en la superficie, sentimos aceleracion, sobre
la superficie parece un movimiento de velocidad constante.

Nos preguntamos cémo obtener su ecuacién. Suponemos que tenemos
una superficie parametrizada regular, donde x es dos veces diferenciable con
continuidad. Sabemos que

X(t) =" () xu (u(t), v (1)) + 0" (t) %0 (u(t) v (L))
que escribimos simplificadamente como :
x = u'x, +v'x,,

pero teniendo siempre presente cuales son los argumentos de cada una de las
funciones que intervienen.
Derivamos de nuevo respecto a t y tenemos
" " n2 10 " 10 n2
X' =u"xy + (U)X + UV Ky + 0%, + UK + (V) Xy (1)

= u"x, + (u’)2 Xuu + 200X + V%, + (v’)2 Xy -

Ademaés, para que la curva dada por (u (t),v (t)) sea una geodésica, debe ser
"

x" - x, =x"-x,=0. (2)

Esto significa, ademaés, que la velocidad de la geodésica es constante, ya que
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porque X’ esté contenido en el plano generado por X, y X,. Como la derivada
del médulo es 0, la velocidad es constante.
A partir de las condiciones 2 y de la expresion 1, resulta

" " N2 10 " /
0=x -Xu:<u Xy + (U) Xy + 20'0'x + 0%, + xm,) “ Xy,

" N2 "2
=u"xy - Xy + (1) Xy - Xy + 200 X - Xy + V"% Xy (V) X - Xy,

" " "2 10 " /
0=x -XU:(uxu+(u)xuu+2uvxuv+vxv % Xow | X

2

1 / !
= u"Xy - Xy + (W) Xy - Xy 4 200 Xy - Xy + 0%, X, 4 (V) Xy - Xy

Ahora introducimos los coeficientes de la primera forma fundamental,
que son las funciones definidas mediante:

E = Xy - Xu,y

F=x,- X

G =x, - X,.
Recordamos que E, F, G son evaluados en el punto (u (t),v (t)).

Ejemplo 18. Vamos a determinar los coeficientes de la primera forma fun-
damental de la esfera de centro (0,0,0) y radio R, que estd dada por la
parametrizacion

x (6,

¢) =
para 6 € [0,27], ¢ € [0,
En un punto x (6, ¢

(R cosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos ),
J

m
) se tiene

(—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0),
= (Rcosfcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen @) .

Entonces

E = Xp * Xp
= (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen ¢,0) - (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen o, 0)
= R*sen’fsen’¢ + R? cos® fsen?o
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G = X¢ . X¢
= (Rcosfcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢) - (R cos B cos ¢, Rsen 6 cos ¢, — R sen ¢)
= R?cos? 0 cos® ¢ + R*sen 20 cos® ¢ + R%sen ¢
= R?.

Con esta notacion, la condicién que cumplen las geodésicas es

( F G ) < u” ) + ( (ul)zxuu * Xy + QUIU/Xuv " Xy + (U/)2va . )

F G v (u’)2 Xy - Xy + 200 Xy - Xy + (v’)2 Xy * Xy

(5 5)(2)-(3)

Ademads, como la superficie es regular, x,, v x,, son linealmente indepen-
dientes y la matriz
E F
(7 ¢)
tiene inversa.
Entonces, obtener las geodésicas se reduce a resolver el sistema de ecua-

ciones diferenciales
W'\ (E F\ (A
"] F G B )

Este sistema, dada una condicién inicial u (ty) = ug,v (to) = vo,u’ (ty) =
up, V' (tg) = v tiene solucién tunica, ya que el lado derecho estd expresado
por funciones diferenciables en w, v, u’, v’ y t.

Intuitivamente, esto significa que dados una poposicién inicial, una velo-
cidad inicial y un instante inicial, existe una tnica geodésica que pasa por
la posicién inicial en el instante inicial con esa velocidad. Pero esta curva no
debe estar dada necesariamente para todo instante ¢ € R.

Senalamos que aunque la geodésica es una curva de velocidad constante,
no es cierto que cualquier curva de velocidad constante sobre una superficie
sea una geodésica.
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Una curva esta dada por (u(t),v (t)). Entonces, calculamos los coeficientes
de la primera forma fundamental para plantear la ecuacién diferencial:

E=x,-x,=(1,0,0)-(1,0,0) =1,
F=x,-x,=(1,0,0)-(0,1,0) =0,
G=x, %, =(0,1,0)-(0,1,0) = 1.
Ademas:
Xy = (0,0,0), xu, = (0,0,0), x,, =(0,0,0),
por lo que
A= (u’)2 Xuw - Xy + 200 %0 - Xy + (v’)2 Xpp + Xy = 0,
B = (u’)quu Xy + 200 Xy - Xy F (v')wa - x, = 0.

Entonces, la ecuacién de las geodésicas es

0— E F W' (10 u”
-\ F @G ") L0 1 v
N 0=u"(t),
0=12"(t).
Faltan las condiciones iniciales. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que
t =ty y que pasa por el punto (0,0), es decir
u(0) =0, v(0)=0.
Ademds, suponemos que el vector tangente a la curva es (up,v), es decir,
que se cumple:
u' (0) = uy, v (0)=0;.
Resolvemos este sistema y resulta:

u (t) =a, u(t)=at+0,
vV (t)=¢c, wv(t)=ct+d,

para a, b, ¢, d constantes. Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, es:

W (0)=a=wu;, u(0)=0>b=0,
V' (0)=c=wv, v(0)=d=0.

Por eso, la ecuacién de la curva es
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5.5. Primera forma fundamental

Importante: Se debe estudiar también en el apartado 6.1 del documento
Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero
2014.

Ya hemos definido los coeficientes de la primera forma fundamental, que
son:

F=x, xy,
F= Xy Xy,
G =x, - X,.

Con estos coeficientes es posible realizar medidas intrinsecas en la superficie:
distancia, angulos y areas.

Longitudes

Tenemos una curva x (t) para t € [a, b] que esta contenida en la superficie
x (u,v). Su longitud esta dada por

b b 1
L:/ ||x’(t)||dt:/ (x' (t) - x'(t))2 dt.

Como
/ / /
X = UX, + VX,

entonces

x - x' = (ux, +U'x,) - (ux, + V%)
= (u')2 X, - Xy + 2u'0'x,, - %, + (v’)2 X, Xy

— E@W)” +2Fuv + G (V).

Entonces la longitud es

b 1
L= / (E (u')* + 2Fu'v + G (v’)Q) *dt.
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Es decir, la primera forma fundamental relaciona u elemento de longitud con
la variacién de cada uno de los parametros de la superficie, en las curvas
parametro o curvas coordenadas (u =constante, v =constante). Si los
vectores tangentes a las curvas coordenadas son perpendiculares (es decir
dudv = 0), entonces la geometria de la superficie sera euclidea.

Ejemplo 20. Sea S la parte del cono 2% + y? = 22 parametrizada por
x (u,v) = (vcosu,vsenu,v)

para v > 0,0 < u < 7. Vamos a calcular la longitud de la curva pardmetro
v=1.

Necesitamos los coeficientes de la primera forma fundamental. De los
ejercicios sabemos que:

x, = (—vsenwu,vcosu,0),
x, = (cosu, senwu, 1),

E =2,

F =0,

G=2

Ahora, la curva parametro v = 1 es la curva dada por
x (t) = (cost, sent, 1),
ya que v = 1,u = t. Entonces se tiene

E=1 F=0, G=2,
=1, v =0.

y la longitud de esta curva parametro es:

L:/ (1-1+2-0-1-0+2-0)2 dt
0

= / dt = t|7 = 7.
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Angulos

Tenemos dos vectores u; y u, tangentes a la superficie en un punto de ella,
x (ug, vp). Los vectores x, (ug, Vo) ¥ X, (U, vg) son vectores del plano tangente
y son linealmente independientes, y por eso son base del plano tangente. Por
eso, podemos escribir u; y uy en funcién de ellos:

u; = w;X, (U, Vo) + X, (U, Vo)

para i = 1, 2. El coseno del angulo a que forman nos lo da el producto escalar:

u; - Uq
COStx = 7.
laaa 1 ol
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Entonces, el angulo que forman es

U1U2E -+ (u1v2 + UQ’Ul) F -+ Ul'UQG

[ [] [ ue

COS ¥ =

Ejemplo 21. Sea S la superficie dada por

T =ucosv,y =usenv,z = u’.
Vamos a determinar el dngulo que forman los vectores (1,1,2) y (1, —2,2),
tangentes a la superficie en el punto (1,0, 1).
Por los ejercicios, sabemos que los coeficientes de la primera forma fun-
damental son:

E =1+ 442,
F=0,
G = u?.

El punto (1,0, 1) se corresponde con los valores de u = 1,v = 0. Comproba-
mos que estos vectores son tangentes a la superficie en este punto. Como

X, (u,v) = (cosv, senw,2u), x,(1,0)=(1,0,2),
X, (u,v) = (—usenv,ucosv,0), x,(1,0)=(0,1,0),

son tangentes, y que

(1,1,2) = x, (1,0) + x, (1,0),
(1,-2,2) = x, (1,0) — 2x, (1,0).

Entonces uy = 1,vy = lLus =1, =-2, E=5F=0,G=1y
Juy || = V1T + 11 + 22 = V6,
Juall = /11 + (—2)* +22 = 3

El coseno del angulo que forman es

1-1-54+(1(=2)+1-1)0+1(=2)1
3v6

Ccos =

5-2 1
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Aunque no lo vamos a ver aqui con ejemplos, senalamos que asi también
podemos formar el angulo que forman dos curvas contenidas en una superficie
que se cortan en un punto P: es el angulo que forman los vectores tangentes
a las curvas en el punto P.

En particular, si c;,cy son las curvas pardmetro x = x(u,v9) y X =
x (ug,v), entonces

F
cosf) = —.

vV EG
En efecto, las curva pardametro cumplen u; = x, y us = x,,. Entonces
U1U2E + (U1U2 + UgUl) F + U1U2G

[Jus | {[uz
1-0-E+(1-140-0)F40-1-G

cosa =

Ademas, dos curvas son ortogonales si y solo si
Ehk; +2F (hle + hg/{?l) + Ghoks = 0.

Las curvas parametro son ortogonales si y sélo si F' = 0.

Areas

Podemos proceder igual a como se hizo para el calculo de la longitud de
una curva sobre una superficie, podemos determinar el area de una region R
que esta delimitada por las curvas coordenadas x (ug,v), x (u1,v), x (u, vp),
x (u,v1) de una superficie S dada por x (u,v). Si consideramos un paralelo-
gramo curvilinea con vértices suficientemente cercanos, x (u,v), X (u + du, v),
X (u,v + dv), x (u+ du,v + dv) se puede aproximar para du y dv suficiente-
mente pequenos, por el paralelogramo determinado por los tres primeros
vértices. Su area es

dA = ||(x (u + du,v) — x (u,v)) X (x (u, v+ dv) —x (u,v))| .

Pademans seonir anravimando:
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A partir de esta expresion, podemos determinar el drea de R, mediante:

A= // ||y X %, || dudv
R
v1 U1
= / / ||xy X x| dudv.
vo uo

Este drea no coincide necesariamente con el drea de x (R), porque X no es
necesariamente inyectiva.
Pero ademaés, tenemos que

%0 % xo]|* =[xl [[x0]|* sen 26
= [|xu|I* | ||* (1 = cos® )
2 2 2
= |Ixul” [1%0]]” — (%0 - X0)
= EG — F2.

Entonces, el area de R es la siguiente integral doble
A= // VEG — F?dudv,
w

donde W es el conjunto de puntos que estén en [ug, u1] X [vg, v1].

Ejemplo 22. Sea S la parte del cono 2% + y? = 2? parametrizada por
x (u,v) = (veosu,vsenu,v)

para v > 0,0 < u < 27. Vamos a determinar el area de la region delimitada
por las curvas coordenadas ug = 5,u; =7y vo = 1,v; = 2.
Sabemos que los coeficientes de la primera forma fundamental son:

E=v’, F=0, G=2.

Ademas, para la rgién considerada, es:

VEG — F2 = /202 = /2u.
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Entonces:

/ / VEG — F2dudv

//\/_vdudv—\/_/

_\/_/v dv—\/ﬁilv2
22 |,

1
=V2= (=22 - 212
\/_2 (2 2 )

3
= 4 .

5.6. Segunda forma fundamental

Se debe estudiar, ademas de por estos apuntes, en los apartados
6.2 y 6.3 del documento Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de
Antonio Valdés, enero 2014.

Consideramos una superficie regular S. Como x, y X, son linealmente
independientes y estan contenidos en el plano tangente, entonces el vector
unitario
N = XuXXo
[[x % x|

Parece natural estudiar la forma de la superficie cerca de un punto x (ug, vo)
a partir del plano tangente y de la altura (con signo) de un punto de la su-

perficie con respecto al plano tangente en x (ug, vg), es decir, con:
h(u,v) = (x (u,v) = x (u, vo)) - N (ug, vo) -

Esto se representa en la siguiente figura:
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Igual que como hicimos para determinar la forma candnica de una curva,
vamos a aproximar h (u, v) utilizando el desarrollo de Taylor de x (u, v) cerca
de (up,v9) de orden 2. Resulta (véase “Notas de geometria diferencial con
aplicaciones”, para Au = u — ug, Av = v — vy:

1
+ 5 Xov (g, v0) - N (ug, vo) Av?
+0 (Au2 + AvQ) .
Recordamos que O (Au? + Av?) significa que la aproximacién es de orden 2

O que
yawi 2 2\
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los coeficientes de la segunda forma fundamental:
€ = Xyu (U0, Vo) - N (ug, vo)
f = Xuv (u(b UO) N <u07 UO) ’
g = X ('LL(), UO) -N (Uo, UO) .

A partir de estos coeficientes, podemos definir una aplicacion que a cada
vector (Au, Au) le asigna

I (Au, Av) = e (u,v) Au? +2f (u,v) Aulv + g (u,v) Av?.

Obsérvese que (Au, Au) representa un vector del espacio tangente, porque
la superficie en ese punto estd dada por coordenadas locales (u,v). Por eso,
podemos ver I/, como una forma cuadratica definida sobre el espacio
tangente a la superficie. Se llama segunda forma fundamental.

Ejemplo 23. Vamos a determinar la segunda forma fundamental de la esfera
de centro (0,0,0) y radio R, que esta dada por la parametrizacion

x (0, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),

para 6 € (0,27),¢ € (0, ). —
En un punto x (6, ¢) sabemos que:

xg = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen,0), x4 = (Rcosbcosp, Rsenf cos g, —Rsen ¢) ,
x99 = (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen,0), xgs = (—Rsenbcos ¢, Rcosb cos,0),
Xgpp = (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen ¢, —Rcos¢).

Tenemos que calcular el vector normal unitario N. El vector
Xg X X4 = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0) x (Rcosb cos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢)

= R? (— cos 0 sen 2¢, —sen 6 sen 2¢, — Cos ¢ sen gb) ,

tiene la misma direccion y sentido que el vector normal a la superficie.
Ademas:

%9 X x4]| = RQ\/(— cos Osen2¢)” + (— sen 0 sen 2¢)* + (— cos ¢ sen ¢)>

— R2gond
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Ya podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e =N x99 = (—cosfsen ¢, —senfsen ¢, —cos @) - (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen ¢, 0)

= Rsen?¢

f=N-xgs = (—cosfsen ¢, —senfsen¢p, —cos¢) - (—Rsendcos ¢, Rcosb cosp,0)
= O7

g =N x4, = (—cosfsenp, —senfsen ¢, —cos¢) - (—Rcosfsen¢p, —Rsenfsenp, —R cos ¢)
= R.

Si w = (h, k) es un vector del plano tangente a S en P, expresado en la base
{x¢,%4}, entonces

IIp (W) = eh*+2fhk+gk® = h*Rsen?¢+2-0-hk+ Rk* = h* Rsen *¢+ RE>.

-
Volviendo a h (u,v), sabemos que

h(u,v) = %II(W,) (Au, Av) + O (Au? 4+ Av?).

Esto significa que la aproximacién de orden 2 no nula en un entorno de
x (ug, vo) € S, de la altura (con signo) sobre el plano tangente en el punto
estd dada por esta forma cuadrética, salvo el factor 1/2.

Si estd familiarizado con las cuddricas (si no lo estd, puede dejar este
péarrafo para una lectura posterior) sabré que como es una forma cuadratica,

su matriz asociada
< (& ’ )
f g

define una cuadrica. Esta sera la cuadrica a la que mé&s se acerca la for-
ma de la superficie en un entorno del punto x (ug, vg). Podemos determinar
qué cuddrica define a partir del determinante de su matriz asociada, es decir,
a partir del valor de
eqg — f2
Este hecho nos da una justificacién intuitiva a la segunda forma fundamental.
Si la segunda forma fundamental es definida, es decir, si

€g—f2>0,
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Ejemplo 24. Para los puntos de la esfera, tenemos:
eqg — f2=R*sen?¢p—0>0
y, por eso, todos los puntos de la esfera son elipticos. r—

Puede suceder que la segunda forma fundamental sea no definida y no
degenerada, es decir, que
eqg— 12 <0.

Esto implica que cerca del punto x (ug, vg) la aproximacién de h (u,v) cambia
de signo, es decir, que hay puntos que estdn a un lado del plano tangente y
puntos que estan al otro lado. Estos puntos se llaman puntos hiperbdlicos
y su posicion respecto al plano tangente se representa en la siguiente figura:
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Ejemplo 25. Vamos a clasificar el punto (1,0,0) en la superficie dada por
la parametrizacion

(u,v) = (mcosv, msenv,u> .
Sabemos que x (0,0) = (1,0,0). Determinamos los vectores
Xy (u,v) = (\/%T cos v, \/%T senv,1), x, (0,0) = (0,0,1),

x, (u,v) = (=1 +uZsenv, 1+ u2cosv,0) x,(0,0) = (0,1,0).

Por eso, el vector N = (0,0, 1) es normal a la superficie en (1,0,0). Ademas:

COS U sen v
Xy (U, V) = 0
u ( ’ ) ((1+u2)? ! (1+u2)% ! ) !

Xyp (U, V) =

)

Xu (0,0) = (1,0,0),

u u
Ny sen v, WCOSU, ].) s

Xy (0,0) = (0,0,1),
Xyp (1,0) = (=V1+u?cosv, =1+ usenv,0), X, (0,0) = (-1,0,0).

Entonces

e = Xy (0,0) - N (0,0) = (1,0,0) - (1,0,0) = 1,
f =% (0,0)-N(0,0) = (0,0,1) - (1,0,0) = 0,
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Cuando eg— f? = 0 la segunda forma fundamental es degenerada. Aqui pue-
den ocurrir dos cosas. Puede ser que la segunda forma fundamental sea nula,
es decir,

e = f = g = 0
y entonces el punto es plano (no implica que la superficie sea un plano). Un
punto plano se representa en la siguiente figura:

TR

OO AN
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Ejemplo 26. Sea la superficie x(u, v) = (u, v, u3+u®+v*) donde (u,v) € R>.
Vamos a estudiar qué clase de punto es x(0,0).
Comenzamos determinando las derivadas parciales de x (u, v):

(1, )

x, (u,v) = (1
0,

0,3u* +6u’), x,(0,0) =
X, (U, V) 1 0,0) =

3
,4v°), x,(0,0)

f— ].
frg (0’
El vector normal unitario N es

(1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1).

Calculamos ahora las derivadas segundas:

Xuu (u,v) = (0,0, 6u + 30u?) , x,,(0,0) = (0,0,0),
Xpo (1, v) = (0,0,120%), x,,(0,0) = (0,0,0),
Xuw (1, v) = (0,0,0), X /(0,0) =(0,0,0).

Entonces los coeficientes son:

f=N-x,,=1(0,0,0)-(0,0,1)
g=N-x,,=1(0,0,0)-(0,0,1) =

e=N"x,, =(0,0,0)-(0,0,1) =0,
0.

Entonces
eg— f2=0

y el punto es plano. r—

También puede ocurrir que aunque eg — f2 = 0 no sean 0 todos los coefi-
cientes de la segunda forma fundamental, es decir, que la forma cuadratica no
sea nula. En ese caso, se dice que el punto es parabdlico. Que eg — f2 =0
implica que hay una recta a lo largo de la cual se anula la segunda forma fun-
damental. Y no se puede asegurar nada sobre la posicion del plano tangente,
porque los términos de orden superior dominan. La situacién se ilustra en las
siguientes figuras:
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-
Si tenemos una curva en el espacio dada por x (u (t), v (t)), podemos de-

terminar la altura respecto a un punto de parametro ;. Entonces, repitiendo
el proceso anterior, tenemos que h (tg) = b’ (ty) = 0 y que se cumple

ht) = %H (! (to) ' (t0)) (t — to)? + O ((t — t0)?).
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y X, - N = 0, tenemos:

0

%(XU-N)—XW N +x, N, =0,
%(XU-N):xW-NHu-Nv:(),
a%(XU-N):><m,-N+><v-Nu:0,
a%(XU.N)ZXW.NJFXU-Nv:O.

De aqui se deduce:
Xy, * N = —Xy Nua
Xuw * N = —Xuw * Nv = Xy Nu;
Xy - N = —X, - N,.
Y entonces se cumple:
e:qu'N:_Xu'Nua
f:Xuv'N_Xu'u'Nv:_Xv'NU7
g =Xy N =—%x, - N,.
Observamos que como la segunda forma fundamental /7 (u’,v’) es una
forma cuadréatica, utilizando lo que conocemos para ellas, podemos contestar

a preguntas como jen qué direccion varia la funcién con mayor o menor
rapidez? Se contesta en las secciones siguientes.

Curvatura normal y curvatura geodésica

Partimos de una curva C' parametrizada por la longitud de arco que
estd contenida en una superficie, x = x(s) = x(u(s),v(s)). Nétese que la
curva (u(s),v (s)) no estd parametrizada por el arco necesariamente. Como
X (s) estéa parametriza por el arco, sabemos que

6s) =% (s),
1" ()l = 1,
k(s)=x"(s).
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Llamamos vector curvatura geodésica de la curva C en el punto x (s9) al
vector kg (s9) y vector curvatura normal de la curva C en el punto x (so)
al vector k,, (s¢). La situacién se representa en la siguiente figura:

[ -] —%
[ ws N T Y

Podemos calcular k;, (s) y ky, (s) a partir del vector normal N. Observamos
que si N (s) = N (u(s),v(s)), entonces ky, (s) = &, (s) N (s) y:

=Ky (s) - N(s) +kn(s) - N(s)
=k () - N (s)
= Ky (s) N (s)

Por esto:

LL
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Ejemplo 27. Sea el cilindro dado por
x (u,v) = (cosu, senu,v) .

Vamos a determinar los vectores curvatura geodésica y curvatura normal en el
punto x (0) = (1, 0,0) para la circunferencia dada por x (s) = (cos s, sen s, 0),
contenida en él. Encontraremos también su curvatura normal.

Nétese que la ecuacion de la curva y de la superficie es denotada como x.
Va a quedar claro a cudl nos referiremos tanto por el contexto como por el
ntmero de variables que utilicemos.

Primero determinamos los vectores tangentes y normal al cilindro. Tene-
mos

Xy (u,v) = (—senwu, cosu,0),
X, (u,v) = (0,0,1).

El vector normal a la superficie es

Xy (u,v) X X, (u,v)

N (u,v) =

[ (1, 0) X Xy (u, V)]
~ (=senwu,cosu,0) x (0,0,1)
~ ||(=senwu,cosu,0) x (0,0,1)]

= (cosu, senu,0).

Como (1,0,0) =x(0,0) = x (0), tenemos

%, (0,0) = (—sen0,cos0,0) = (0,1,0),
%, (0,0) = (0,0,1)
N (0,0) = (cos0, sen0,0) = (1,0,0) .

La circunferencia estd parametrizada por la longitud de arco. Entonces,
el vector curvatura es la derivada segunda de x respecto a s. Tenemos

x'(s) = (—sens,coss,0), x'(0) = (0,1,0),
x"(s) = (—coss,—sens,0), x"(0)=(-1,0,0).
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y en la recta normal. Como una base del espacio tangente es (0,1,0), (0,0,1)
y una base de la recta normal es (1,0, 0), tenemos que

(-=1,0,0) = (0,0,0) + (—1,0,0)
=k, (s) =(0,0,0), k, (s) =(-1,0,0) = —1(1,0,0).

En este caso, el vector curvatura geodésica es el vector nulo y
k(0)=1= —k,.

Entonces la curvatura normal vale k,, = —1.Sus valores absolutos coinciden.
Por otro lado, el plano tangente a la superficie es perpendicular al vector
normal a la curva y, el vector tangente a la curva esta contenido en él. Por eso,
los planos osculador de la curva y tangente a la superficie son perpendiculares.

En la siguiente figura se representan el cilindro, la circunferencia, los
vectores curvatura y curvatura normal, que coinciden, en azul y el vector
normal a la superficie en gris.

. ===

15 [ — \
Al =
03 | ok g x

1 =— 3\'\‘
05 § =—F N

05 505 |
-1 _‘:]*”-'0.5
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Vamos a encontrar los vectores curvatura geodésica y curvatura normal y la
curvatura normal en el punto x (0) = (1,0, 1).
Sabemos que (1,0,1) =x(0) =x(0,1). Entonces:

%, (0,1) = (—sen0,cos0,0) = (0,1,0),

%, (0,1) = (0,0,1),
N (0,1) = (cos0, sen0,0) = (1,0,0) .

Por otro lado, para la elipse tenemos:

x' (t) = (—sent,cost, —sent + cost), x'(0) =(0,1,1),
x" (t) = (—cost,—sent, —cost — sent), x"(0)=(-1,0,—1).

Sabemos que el vector v = (x' (0) x x” (0)) x x’ (0) tiene la misma direccién
y sentido que el vector normal (y, por tanto, que el vector curvatura) y que
el médulo del vector curvatura es

% (&) x " ()]
k = .
D= F

Entonces, el vector v es

A%

(0,1,1) x (=1,0,—1)) x (0,1,1)
) x (0,1,1)
).

x' (0) x x"(0)) x x'(0)
1

(
(
(-1,-1,1
(=2,1,-1

717_

El vector normal unitario es

o (=2,1,-1) V6
N (0) = e (=2,1,-1).

Por otro lado, la curvatura es

_ I (0) xx" (O)ff

k
D= or
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Entonces

(—2,1,—1).

Lo podemos escribir a partir de los vectores curvatura geodésica y curvatura
normal, k (s) =k, (s)+k, (), que estan en los planos tangente a la superficie
y en la recta normal. Como una base del espacio tangente es (0,1,0), (0,0, 1)
y una base de la recta normal es (1,0,0), tenemos que

V3 V3 V3

Yo (=2,1,—1) = X2(0,1,-1) + —= (1
(2,11 = Y2 (0,1,-1) + = (1,0,0),
donde
3 —V3
kg(o):‘l/—;(o,1,—1), kn(o):T\/_(Lo,o).

La curvatura normal es

En la siguiente figura se representan el cilindro, la elipse, los vectores
curvatura (en azul), curvatura geodésica (en rojo) y curvatura normal (en
verde) y normal a la superficie (en gris).

(R W

-1 TEe ;0
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una integral eliptica, que no tiene soluciéon a partir de funciones elementales.
]

Detengdmonos en la curvatura geodésica. Como una curva es geodésica
si y sélo si el vector curvatura es proporcional al vector normal, a partir de
esta definicion, observamos que una curva es geodésica si y sélo si su vector
curvatura geodésica es el vector nulo.

Estudiemos ahora la curvatura normal. Podemos derivar la igualdad x’ (s)-
N (s) =0 y tenemos:

x"(s) N (s) = —x'(s) - N'(s) = k, (s) = —x'(s) - N'(s).

Vamos a obtener IN’. Sabemos que N y x dependen de u y v y, por eso,
derivando implicitamente respecto a s, resulta:

N = N + N, x' =x,u +x,0
Entonces:
Fin (8) = —x'(s) - N'(s)

= — (xu' +x,0") - (N u' + N')

—x, - Nu'v' —x, - N,u'v —x, - N,o'v' —x, - N,v'v'
e(W)’ +2fuv + g (U')2
=1I(u,).

Esta expresion es la segunda forma fundamental aplicada al vector unitario
del plano tangente (u',v’). Esto significa, que podemos ver la segunda forma
fundamental en un vector unitario como la curvatura normal de una curva
de la superficie cuyo vector tangente es ese vector unitario.

Si la curva no estd parametrizada por la longitud de arco, sustituimos
(v, 0") por (W' /||x" ()], 0"/ ||x (t)]|). Entonces, estas coordenadas ya son las
del vector unitario de la curva parametrizada por el arco y tenemos:

fn (5) = (H '£>r\)2 d ’(,)H [ 'U</>n (H '</>n)2
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Sabemos que la expresion de la curvatura normal es

(k) = IIp(h,k)  eh®+2fhk+gk*>  h*4k?
T\ ) = (k) ER2 + 2Fhk + Gk2 2k — 2Dk + 4K?
12 4 (=1)° 2 1

T 21221 (1) +4(-1) 4 2
Obsérvese que se determina la curvatura normal en una direccion, porque la
curvatura normal sélo depende de la direccion del vector tangente a la curva.

La expresién de la curvatura normal a partir de las formas fundamenta-
les nos dice que el valor de la curvatura normal es el cociente de las formas
fundamentales en el vector v’ (t),v’ (t). Por eso, k, (t) sélo depende de la di-
reccion este vector o, dicho de otra manera, todas las curvas de una superficie
con la misma direccion tangente tienen la misma curvatura normal. Asi se
puede hablar de curvatura normal segiin una direccion.

Un resultado interesante es que si el plano tangente a la superficie coin-
cide con el plano osculador de la curva en un punto, la curvatura normal
en ese punto cumple s, (s) = 0. Demostrémoslo. Partimos de una curva
parametrizada por la longitud de arco. Si el plano tangente a la superficie
coincide con el plano osculador a la superficie (determinado por x’ =t y por
N = ﬁ = ﬁ), entonces el vector k (s) = kg (s) + k, (s) estd en el espacio
tangente, lo que significa que

k(s)=k,(s), k,(s)=0.
Por eso, la curvatura normal cumple

kn (s) = 0.

Otro resultado interesante, que nos ayuda a entender geométricamente el
vector curvatura normal, es el siguiente. Si la curvatura normal x, de una
curva en una superficie y la curvatura k& de una curva son iguales en valor
absoluto, entonces los planos osculador a la curva y tangente a la superficie

amnn mavrnandicnloaraa T ofoad tomanac
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si a es el angulo que forman x” (s) y N (s). Para que se cumpla la igualdad,
debe ser a = 0, 7. Esto significa que x” (s) (0 k(s)) y N (s) tienen la misma
direccién. Pero como x” (s) y x’ (s) determinar el plano osculador a la curva,
entonces N (s) es paralelo al plano osculador y, por eso, el plano tangente a
la superficie (con vector normal N (s)) es perpendicular al plano osculador a
la curva en el punto considerado.

Una consecuencia de esto es que la curvatura y la curvatura normal son
iguales en cada una de las curvas interseccién de la superficie con un plano
perpendicular al plano tangente.

Ademas, todas las curvas de una superficie que pasan por un punto Py
que tienen el mismo plano osculador, tienen la misma curvatura k, suponien-
do que el plano osculador no coincida con el plano tangente a la superficie

en P.

Ejemplo 30. El plano osculador de la circunferencia contenida en un cilindro
y que es paralela a su eje es perpendicular al plano tangente al cilindro.
Ademas, la curvatura y la curvatura normal son iguales en valor absoluto,
como vimos en un ejemplo anterior.

Por otro lado, si consideramos la hélice de ecuacion

x (t) = (cost, sent,t)
contenida en el cilindro de ecuacion
x (u,v) = (cosu, senu, v)

tiene, en el punto (1,0,0) = x (0) los mismos vectores tangente y normal que
la circunferencia de ecuacién c (t) = (cost, sent,0). Por eso, la curvatura va
a ser la misma en ambas curvas.

Secciones normales

Una forma de obtener una curva en una superficie es determinarla a partir
de la interseccién de un plano con la superficie. La razén esta en que al anadir

la restriccion de que los puntos estén en el plano, pasamos de los dos grados
An TilhAavéad Aa 14
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Pero como los puntos ademaés estan en el plano, tenemos:

u—vP=z=c4+y—2=u+0v*-2
— u=v"+0v*—-2.

Si llamamos v = t, podemos escribir la curva en funcién de ¢, ya que

x(t)=E+t*—2,22 +t*-2) —t*)
—x(t)= (" + 17 —2,8*, + 2> — 4) .

Por otro lado, sabemos que todas las curvas de una superficie con una
misma recta tangente (o vector tangente) tienen la misma curvatura normal.
Dicho de otra forma, si consideramos el haz de curvas formado por la in-
terseccion de los planos normales a la superficie que pasan por el punto P,
entonces todas las curvas resultantes tienen la misma curvatura normal. Las
curvas resultantes tienen todas las direcciones posibles. Estas curvas se lla-
man secciones normales. En la siguiente figura se representa una seccion
de un cilindro, con la recta normal (en verde), planos que la contienen (en

gris)

04 | m
02 = sl

i
il
W)
W
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Primero determinamos los vectores tangentes y normal al cilindro. Tene-
mos

Xy (u,v) = (0, —senu, cosu),
x, (u,v) = (1,0,0).

En (1,0,1) =x(1,0) es
x, (0,1) = (0,0,1), x,(0,1) = (1,0,0).
El vector normal a la superficie es

Xy (Oa 1) X Xy (0’ 1)
N(0,1) = %, (0,1) x x, (0,1)]|
~(0,0,1) x (1,0,0)
~1(0,0,1) x (1,0,0)]]
= (0,1,0).

Esta superficie es un cilindro cuyo eje es el eje . Entonces, en el punto
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de generalidad, podemos suponer que v; = 1,v; = —1 o v; = 0. Ademas,
como los vectores tangentes a la curva son perpendiculares al vector normal
N, tenemos que vy = 0.

Si v; = 0, la ecuacién paramétrica del plano es

(z,y,2) = (1,1,0) + X (0,1,0) 4+ 1 (0,0, v3)
= (171—*—)‘7:&“3)‘

Para determinar la interseccion de estos planos con la superficie hacemos:
(v,cosu, senu) = (1,1 + A\, pvs) .
Tenemos que v = 1 y llamando u = t, obtenemos una ecuacion de la curva:
x (t) = (1,cost, sent).

Es una circunferencia y es lo que podiamos esperar, ya que el vector tangente
que hemos tomado es de la forma (0,0, v3). perpendicular al eje del cilindro.
Vamos a suponer ahora que v; = 1 y el vector tangente que consideramos

es (1,0, v3). El caso v; = —1 no darfa un vector tangente opuesto al que tiene
vy = 1, y la curva seria la misma, en tal caso obtendriamos otra ecuacion de
la curva.

La ecuacién paramétrica del plano es

(z,y,2) = (1,1,0) + X (0,1,0) + 1 (1,0, v3)
= (1 + po1, 1+ A, pos) .

Para determinar la interseccion de estos planos con la superficie hacemos:
(v,cosu, senu) = (14 p, 1 + A, pvs) .

Obsérvese que esto nos da restricciones a los valores de A y p, ya que debe
ser —1 <1+ X<1, -1 < pwy < 1. Podemos hacer:

v=14+p=p=v-1,

senu = pvg = (v — 1) v,
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porque como el punto (1,1,0) corresponde a un valor del coseno positivo,
podemos considerar solo los valores positivos de la raiz cuadrada.
Pero, ademas, obtenemos un vector tangente a la curvaen (1,1,0) = x (1):

(6 = [1,—(t—1)02 L
\/1—v§(t—1)2

, U3 )

x' (1) = (1,0,v3),
Obsérvese que si v3 = 0, tenemos una recta, de ecuacion
x (t) = (t,1,0).

Es la recta paralela al eje del cilindro.

En la figura 32 se han representado ademads, en rojo, algunos vectores
tangentes.

En la figura 5.6 se representaron las secciones normales en (1,1,0) del
cilindro de este ejemplo tomando (1,0,0), (0,0,1) y (—=1,0,1) como vector

(U17U27,U3)' [ ]

Podemos considerar que las secciones normales (es decir, las curvas re-
sultantes de la interseccién de los planos normales en un punto P con la
superficie) es una familia de curvas. Y no es complicado determinar la cur-
vatura de cada una de las curvas de la familia en el punto base P. Para cada
curva, el vector curvatura k es perpendicular al vector tangente a la curva.
Y ademas, como las curvas son planas, k debe estar en el plano normal co-
rrespondiente. Esto significa que el vector curvatura geodésica en P es nulo,
o que

k =k, = k,N.

Si tomamos modulos de los vectores primero y ultimo de esta ecuacién, te-
nemos que la curvatura de la curva es proporcional a la curvatura normal en
valor absoluto (recordamos que la curvatura de una curva plana siempre es
mayor o igual que 0 por definicién):

k=K.l

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matemaéticos w

Ejemplo 33. Tenemos el cilindro dado por
x (u,v) = (v,cosu, senu) .
Vamos a determinar la curvatura en las secciones normales en el punto
(1,1,0) =x(0,1).
Sabemos que en (1,1,0) el vector normal a la superficie es

N (0,1) = (0,1,0).

Si el otro vector director del plano normal es (0,0, v3) entonces una ecuacién
de la seccion normal es:

x (t) = (1, cost, sent).

En este caso, como la curva estd parametrizada por la longitud de arco, el
vector curvatura k (t) es la derivada segunda

k(t) =x"(t) = (0,— cost,—sent).
Particularizando en x (0) = (1, 1,0), tenemos:
k(0) = (0,—1,0) = —N (0,1).

Entonces, la curvatura normal es —1.
Estudiamos el otro caso, cuando el otro vector director del plano normal
es (1,0,v3) . Entonces la ecuacion de la seccién normal es:

( b1 02 (t—1) (t—l)vg).

1
xX'(t)=|1,—(t—1)v; s |
V1-u3 -1y

X,(l) - (17077}3) = (1707U3)7
/ \
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Sabemos que un vector en la direccion y sentido del vector curvatura es el

vector
v=(x'(1)xx"(1) xx'(1)
= ((1,0,v3) x (0,—v3,0)) x 10v3

= (v3,0,—v3) x (1,0,v3) = (0, —v — v3,0) ,
que tiene la misma direccién y sentido que (0, —1,0). Ademsds, la curvatura
es

k(1) = %" (1) x X”3(1)|| _ ||(v§’,0,—v§l||

Ix ()] 1(1,0,vs)]|

2 p) 2
vsvit+vy v

W2+1)F  (F+1)*

Entonces, el vector curvatura es

k(1) = 0,—1,0
0= @10
Observamos que entonces
2
U B
(v5 +1)

Si recorremos la curva en sentido contrario, es decir, si tomamos como ecua-

cion de la curva a
< b1 02 (- 1) (l—t)vg),

entonces ambos coeficientes coinciden. —

Direcciones principales y curvaturas principales

Hemos visto que la segunda forma fundamental es una forma cuadritica
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es una funcién definida sobre un conjunto de R? que est4 acotado y es cerrado.
por eso, en este conjunto alcanza un maximo y un minimo. Suponemos que
alcanza el maximo en el vector unitario e; € c¢. Entonces, existe un vector es
de tal forma que {e;,es} es una base ortonormal.

Vamos a expresar la segunda forma fundamental en esta base, 11, (x'),
si X' es un vector del espacio tangente a la superficie dada por x en el punto
x (u,v). Como {ey, e2} es una base del espacio tangente, tenemos:

x = ze; + ye, = cosfe; + senfe,,
Iy (X)) = 1) (zer + yes) = az® + 2Bzy + vy
= acos? 0 + 23 cos O sen 6 + ~y sen 26.

para un angulo 6 y para unos coeficientes «, 5,v € R.
Consideramos ahora, para los parametros a, 3,7 € R, la funcién depen-
diente de 6:
f(0) = acos?d + 2B cosfsen b + ysen 6.

Sabemos que esta funcién, definida para 6 € [0, 27], es continua y derivable
y por tanto, alcanza en este conjunto un maximo y un minimo, que estan
entre los puntos donde f’(0) = 0. Ademads, como el méximo se alcanza en
x' = ey, 0 8 =0, entonces tenemos:

f'(0) = —2acosfsend + 23 (— sen®6 + cos” 0) + 2y sen 6 cos b,

f(0)=28=0.
Por tanto,

I (X) = az® + yy*.

Esto significa que la matriz que da la segunda forma cuadratica, expresada
en esta base, es diagonal. Pero vamos a ir mas alla y a seguir utilizando que
en e; se alcanza un maximo absoluto. Esto significa que

a = I(u,v) (el) Z II(u,v) (eQ) =7.
Quedandonos con « > 7, tenemos entonces que se cumple:

a (2?2 +y°) > az® + vy > v (22 + °)

- / 2 2
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Si o = 7, entonces la segunda forma fundamental es constante en la
circunferencia unidad c. Pero si « # «, entonces los extremos absolutos sélo
se alcanzan en e; y es.

Recordamos que la segunda forma fundamental aplicada a un vector uni-
tario del espacio tangente (es decir, a X" € ¢) coincide con la curvatura normal
de una curva con ese vector tangente. Entonces, vemos que la curvatura nor-
mal en un punto de una superficie o es constante o alcanza un maximo y un
minimo absoluto.

Las direcciones en las que la curvatura normal alcanza el maximo y el
minimo absoluto se llaman direcciones principales y los valores de la cur-
vatura en estas direcciones se llaman curvaturas principales. Es habitual
denotar como k1 y ks a los valores maximos y minimo de la curvatura.

Si la segunda forma fundamental en un punto x (u,v) es constante en
todos los vectores de la circunferencia unidad ¢, entonces las curvaturas prin-
cipales son constantes (k3 = k2) y no existen direcciones principales. En ese
caso, se dice que el punto x (u,v) es un punto umbilical.

Volvamos a la segunda forma fundamental. Sabemos que en la base {eq, €2}
es una matriz diagonal de la forma

K1 0
0 %) )

K = K1Rk2,

Entonces, su determinante es

que se llama curvatura de Gauss. En el apartado 6.4 del documento Notas
de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero 2014, se
da una interpretacion geométrica a esta curvatura.

Su traza es la curvatura media:

K1+ K
H==""2
2
Mas adelante veremos la interpretacién geométrica de estos dos importantes

parametros.

Ahora vamos a encontrar cémo determinar las direcciones principales y

lac enirvatnirace nrincinales de 11na eninerficie
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Vamos a suponer que ni x,, ni x,, son direcciones principales y que no estamos
1. /
en un punto umbilical. Llamando m = %, resulta:

'\ ? u'
el 2f—
6(@’) * fv’+g B em?+2fm+g
u/ 2 u’ _Em2+2Fm+G
FE o +2FJ+G

Rp =

De nuevo, debe ser

_ dk,, (m) :2(em+f) (E+2Fm+ Gm?) — (Em + F) (e + 2fm + gm?)

dm (E + 2Fm + Gm2)?
em+ f 5 (Em + F) Kk,

0

- E+2Fm+ Gm?2 E+2Fm+ Gm?’

Por esto, se debe cumplir que:

=em+ f—(Em+ F)k,
= 0=-cu + fv' — (Eu + FV') k. (3)

Si hacemos lo mismo, pero con m = %, tenemos:
v I\ 2
92f b
et fu’+g<u’) B e+ 2fm+ gm?
v N2  E+2Fm+ Gm?2’
E+2F— +G
u

(%
u

Kn (M) =

Entonces, en la direcciéon principal, al alcanzarse un extremo, se tiene:

0— din, (m)  (2f +2gm) (E 4+ 2Fm + Gm?) — (2F 4+ 2Gm) (e + 2fm + gm?)

dm (E 4+ 2Fm + Gm?)*
B f+gm i (F'+Gm) ky,
E+2Fm+ Gm? E +2Fm+ Gm?
— 0= fu' + gv' — (Fu' + GV') k. (4)

Ahora tenemos dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, que escribimos de
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Como la primera forma fundamental cumple que su determinante es distinto
de 0, podemos hacer

/ / / /
H(u,):/inf(u,)@l1[[(“,):%;“(“,).
v v v v

Esto significa que (v, v’) es un autovector de I =111, con autovalor ,,.Observamos
que las curvaturas principales son los autovalores de

I ' =kId < I =kl < I] — kI =0.

Por eso, buscamos k tal que

o—aanirr i —ae (1) (£ 1))

=k*(EG —F*) — (BEg—2Ff 4+ Ge)k — >+ eg. (6)

Esta ecuacién se llama ecuacion de las curvaturas principales.

Observemos de nuevo la ecuacion 5: si las dos formas fundamentales son
proporcionales, entonces k1 = kg y el punto es umbilical. Si el punto es
plano, entonces la segunda forma fundamental es nula, y x,, = 0 en cualquier
direccion, por lo que k1 = ko = 0.

Ejemplo 34. La ecuacién de un plano es x (u,v) = a+ bu + cv, con a, b, ¢
constantes.Entonces
Xy = Xy = Xpp = Oa

y entonces

Por eso, k, = 0 y todos los puntos son umbilicos. r—

Ejemplo 35. Vamos a determinar las curvaturas principales de un punto de
la esfera de centro (0,0,0) y radio R, dada por la parametrizacién

x (0, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),
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Es una ecuacion de segundo grado, por lo que su solucién es:

—2R3sen?¢ & \/(2R3 sen2¢)® — 4R* sen 2¢R2 sen 2¢
2R*sen2¢
—2R3sen?¢ 1

~ 2R%sen?¢ TR

Entones la esfera tiene tnica curvatura principal:

1
K1 — ——=

R

y todas las direcciones son principales. Observamos que las formas funda-
mentales son proporcionales, la curvatura normal es constante y todos los
puntos son umbilicales. r—

Volvamos a la ecuacién 6. Sabemos que EG—F? = det (I) # 0y, entonces,
podemos buscar las soluciones de:

_Eg—2Ff—|—Gek+
EG — F? EG — F?

Analizamos esta ecuacion de segundo grado. Sabemos que si.tiene dos solu-
ciones reales, Ky y kg, entonces se cumple que

K2 9-I

Eg—-2Ff+ Ge Eg—2Ff+ Ge
pr— H:
EG_Fz TR 2(EG — F?)
eg — I eg — f*
L N e

Hemos encontrado una expresion de las curvatura de Gauss y media a partir
de los coeficientes de las formas fundamentales.

Ejemplo 36. Vamos a determinar la curvatura de Gauss y la curvatura
media de la esfera.

Tenemos que la curvatura normal es constante y vale k; = —}%. Entonces
la curvatura de Gauss K y la curvatura normal H son:
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Nos queda por saber cémo calcular las direcciones principales. Sabemos
que son los autovectores de las direcciones principales, es decir, son los vec-
tores (u',v") para los que

(5 0) () ==(F &) ().

para ¢ = 1,2. Como nos interesa la direccién, vamos a suponer que es de
la forma (h,mh), con h = u';m = %, supuesto u’ # 0. Esta restriccion
no supone ninguna restriccion, ya que las dos direcciones principales son
ortogonales y, entonces, al menos una de las coordenadas v/, v’ es distinta de
0.

Esta condicion es equivalente a:

e f I E F 1
(o)) ==(F &) (a)=
e+ fm\ E+ Fm
(7iom)=n(Fian )=
{e—i—fm:m-(EjLFm),

f+gm=r;(F+Gm).

Recordamos que queremos calcular el valor de m, y a ser posible, sin tener
que determinar antes k;. por eso, hacemos:

. e+ fm _ f+gm
‘" E4+Fm F+Gm’

A partir de la ultima igualdad, tenemos:

(e+ fm)(F+Gm)=(f+gm)(E+ Fm) <
(fG — gF)m?* + (eG — gE)m +eF — fE = 0.

Se puede escribir en forma del determinante:

m? —m 1
E F G|=o0,
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La superficie es un cono. En un entorno de (1,0, 1) la superficie estd dada
por la ecuacién x (u,v) = (u, v, Vu? — 1)2). Entonces (se hace en los ejerci-
cios), los coeficientes de las formas fundamentales en (1,0, 1) son:

E=2 F=0 G=1,
e=0, f:()v g:_%

La direccién (h, hm) es principal si verifica la ecuacién

1
1

Por tanto, una direccién principal es (1,0). La otra direccién principal es
perpendicular a ella y es la direccién (0,1). En la siguiente figura se repre-
sentan (en verde) estas direcciones principales, que son las direcciones, por
ejemplo, de una circunferencia y una recta.
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Lineas de curvatura y lineas asintéticas

El ultimo ejemplo muestra un cono y las direcciones principles en él en
el punto (1,0,1). En la figura, hemos representado una circunferencia, cuya
tangente en este punto coincide con una de las direcciones principales. Puede
haber otras curvas que tengan esta direccién en (1,0, 1). Sin embargo, la cir-
cunferencia cumple que en cada uno de sus punto, el vector tangente coincide
con la direccién principal. En este apartado, nos vamos a ocupar de curvas
con esta propiedad. Estas curvas se llaman lineas de curvatura.

Suponemos que no tenemos puntos umbilicales. Para determinar la ecua-
cion de las lineas de curvatura en P, partimos de las ecuaciones de las direc-
ciones principales, 3 y 4. Si despejamos k,, en ambas igualdades e igualamos
los valores que obtenemos, resulta:

eu' + fo' fu' + gv'
Eu +Fv  Fu +Gv'’

Operando llegamos a

(eu' + fu") (Fu' + GV') = (fu' + gv') (Eu' + Fv') =
eF(u)? + eGu'v' + fFuUV + fG(W')? = fEW)* + fFuV + gEv'Y + gF (v')?.

Esto es lo mismo que escribir
(eF — fE) (du)® + (eG — gE) dudv + (fG — gF) (dv)* = 0.

Es la ecuaciéon diferencial de las lineas de curvatura y su solucion es
una linea de curvatura. Por cada punto no umbilical pasan dos lineas de
curvaturas que son, obviamente, ortogonales.

Ejemplo 38. Vamos a determinar las lineas de curvatura en el punto (1,0, 1)
de la superficie dada por la ecuacién z? = 2% — 3%

Como ya vimos, es un cono y cerca de (1,0,1) la superficie estd dada
por la ecuacién x (u,v) = (u,v, Vvu? — v2) y los coeficientes de las formas

fundamentales en (1,0, 1) son:

E=2 F=0 G=1,
e=20 f=0. g=—-—L.
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Esto es lo mismo que dudv = 0 y entonces debe ser
du=0o0dv=0.

Si du = 0, entonces u = ¢ € R. Como la curva pasa por (1,0,1) = x(1,0), se
cumple u = 1 y la ecuacién de la linea de curvatura es

x(t) = (u,m).

Es la ecuacion de una circunferencia.
La condicion dv = 0 implica que debe ser constante v. Como en este
punto v = 0, la ecuacion de la linea de curvatura es

x (t) = (u,0,u),

que es una recta.
Las lineas de curvatura son las curvas representadas en la figura 37. g

Hay otro tipo de direcciones destacadas. En un punto P de una superficie
una direccién asintdética es aquella en donde la curvatura normal en el
punto es 0. Una linea asintética es una curva contenida en una superficie si
la curvatura normal de cada punto es 0. Observamos que podemos asegurar
que hay direcciones asintoticas, para puntos no umbilicales, si la curvatura
de Gauss es negativa,. En ese caso:

K = kiky < 0= K1 <0 < Kao.

Entonces, hay dos direcciones perpendiculares donde la curvatura normal
tiene distinto signo, en particular, entre dos vectores que llamamos u; y us
que forma un dngulo de 7 radianes. Entonces, en una vector (u',v") que forma
un angulo menor que 7 radianes con los anteriores, se anula la segunda forma
fundamental, porque

I (W) e (W)’ + 2fu't) 4+ g (v')?
(W) B W)+ 2Fu + G (v)

Rn

Pero la segunda forma fundamental, también se anula en un vector que forma
un angulo menor de T radianes con us y —uy. Es decir, hay dos direcciones
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Ejemplo 39. Vamos a determinar las lineas asintéticas, si las hay, en el
punto (1,0,1) de la superficie dada por la ecuacién 2% = x? — 3.
Sabemos que cerca de (1,0,1) la superficie estd dada por la ecuacién
x (u,v) = (u, v, Vu? — U2) y los coeficientes de las formas fundamentales en
(1,0,1) son:
E=2 F=0 G=1,

6207 f:O7 g:_%

La ecuacién diferencial de las lineas asintdticas es:

e (du)® + 2fdudv + g (dv)’ =0 <~

1 -

Para que se cumpla, debe ser:
dv=0 = wv=c

para constantes c¢. Cono se busca la linea asintética que pasa por (1,0,1) =
x (1,0), se cumple v = 0 y la ecuacién de la linea de curvatura es

x(t) = (t,0,t).
Es la ecuaciéon de una recta, y coincide con una linea de curvatura. pr—

Vamos a terminar relacionando las direcciones asintéticas con el tipo de
punto que tenemos. Observando la ecuacion diferencial de las lineas asintoti-
cas, vemos que se puede reescribir como

du\ 2 du
— 2f— =0.
e(dv) * fdv T

Ahora consideramos la ecuacién de segundo ex? + 2fx + g = 0. A partir
del signo del discriminante de esta ecuaciéon, sabemos que la ecuacién tiene
dos soluciones si f2 —eg > 0, una solucién si f2 — eg = 0 y ninguna si
f? —eg < 0. Lo mismo ocurre para la ecuacién diferencial.

En un punto eliptico, la segunda forma fundamental esté definida positiva
v la curvatura normal nunca es 0. por eso. no hav lineas asintoticas. La
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y hay dos direcciones asintoticas.
En un punto parabdlico, eg — f? = 0. Por ese punto pasa una tnica
direccién asintética. Su ecuacién se reduce a

(Adu + Bdv)* = 0.

Si el punto es plano, entonces e = f = g = 0 y todas las direcciones son
asintoticas.

Ejemplo 40. Sabemos, por un ejemplo anterior, que el punto x(0,0) =
(1,0,0) es hiperbdlico en la superficie dada por la parametrizacién

x (u,v) = (\/1 +u?cosv, V1 +u? senv,u) .
Ademas, sabemos que

e = Xy, (0,0) - N (0,0) = (1,0,0) - (1,0,0) = 1,
f =%u (0,0)-N(0,0) = (0,0,1) - (1,0,0) = 0,
g = Xy (0,0) - N (0,0) = (=1,0,0) - (1,0,0) = —1.

Vamos a determinar las direcciones asintoticas. La ecuacion diferencial es:
(du)? — g (dv)® = 0.
Podemos escribirla como
(du — dv) (du + dv) = 0.
Tenemos pues dos ecuaciones diferenciales:

du — dv =0,
du + dv = 0.

Las soluciones son:

U =70+ Cq,

U= —v + Cs.
Como se cumple u = v = 0, la direccion de las lineas asintéticas es:

U=v,u=—0.
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5.7. Teorema egregio de Gauss

Se debe estudiar en el apartado 6.5 del documento Notas de Geometria
Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés, enero 2014.
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1. Ejercicio 190 de la pagina 83 del documento “Notas de Geometria Di-
ferencial con aplicaciones” de Antonio Valdés, enero 2014.

Demuéstrese que la superficie anterior coincide efectivamente con el
hiperboloide z = xy.

Solucion. Teniamos la superficie de ecuaciones paramétricas
x (u,v) = (1 —v) (4,0,0) + v(u, 1,u) = (u, v, uv).
Hay que comprobar que si
T=UY=0,2=uv
se cumple z = xy. Pero eso es obvio.
La grafica de esta superficie es

2. Determinense las ecuaciones paramétricas de la superficie de revolucion
generada por lacurva o = w4+ 1,y =0, 2 = u, 0 < u < 3, al girar
alrededor del eje 0z.
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D -
T

Pero ademés, los puntos que estan en la superficie y que tienen la misma
coordenada z deben estar a la misma distancia del eje z, lo que significa
que debe ser

2?4y = (u3—|—1)2 = (23—|—1)2.

Por eso, la ecuacién implicita de la superficie es
2+’ = (2 +1)%

Las ecuaciones paramétricas se deducen considerando a z como parame-
tro y multiplicando por sen 8y cos 0, al estar generada al girar una recta
alrededor de uno de los coordenados. Asi, tenemos:

z = (u®+1)cosd
y=(u?+1)senf O0<u<3, 0<6<2rm
Z=u
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Solucién. La generatriz es la recta y la directriz es la curva. Com-
probamos que esta en el plano normal a la recta. Como (0,1, 1) es un
vector director de la curva, entonces la ecuacién del plano normal es

y+2z=0.
Los puntos de la curva lo cumplen, porque
0-*+t—t=0.
Nos falta una parametrizacion de la recta, que es
a(u) = (0,u,u),

y un punto comun, que es (0,0,0) = x; (0) = x5 (0). La ecuacién de la
superfice de traslacién es

X (u, 6) = x5 () + x1 (u) = x1 (0)
= (,t,—t) + (0,u,u) — (0,0,0)
= (%t +u,—t +u).

Es un cilindro parabdlico:

FNAT VRN STAES
T T
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Solucion. La generatriz es la primera parabola y la directriz es la
segunda. Una parametrizacion de cada una de ellas es

x1 (u) = (0,u,u”) ,x2 (t) = (£,0,—2t7).

Un punto comun es (0,0,0) = x; (0,0,0) = x5 (0,0,0). La ecuacién del
paraboloide hiperbdlico es

x (u,0) = %o (t) + x1 (u) — %1 (0)
= (0,u,u?) + (t,0,—2*) — (0,0,0)
= (t,u, u? — 2t2) .

S11 orafica es

5. Estudie si la parametrizacién
_ _ 22
r=u-+v, Yy=1u-—"u, zZ=u"+v

con (u,v) € R? es regular.

Solucién. Si x (u,v) = (u + v,u — v, u* + v?), entonces
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6. Sea la superficie x = wv + 1,y = wv? — 2,2 = u?> + wv y M el conjunto
de sus puntos singulares. Determinese M.

Solucion. Tenemos:

x (u,v) = (uv +1,0%u — 2,u? +uv3) )

Entonces
X, = (U,U2,2u + 03) . Xy = (u, 2uv, 3uv?).
Si hacemos
i k
Xy XX, = | v v 2u+v | = x,x%X, = (ww(v*—4u), 2uv(u—v), uv?),

uw 2uv  Suv?

tenemos que x, X X, so6lo se anula si u =0 o v = 0. Por eso, M es la
imagen de las rectas u = 0,v = 0. Este conjunto es:

x (0,v) =(1,-2,0), x(u,0)=(1,-2,0).
Por tanto, M es un tnico punto.

7. Calcule la ecuaciéon del plano tangente a la superficie M dada por la
ecuacion z? = x2 4+ y? para z > 0, en el punto donde x = 4,y = 3.

Solucion. Primero determinamos la ecuacion paramétrica de la super-
ficie. La superficie M es un cono con z > 0, o son los puntos (z,y, z)
de R3? donde z = /22 + 2. Por tanto, una parametrizacién es

x (u,v) = <u, v, \/m)

El punto donde tenemos que determinar el plano tangente es donde
u=4,v =3, es decir,

2 =V42 £32=16+9 =25 =5.

En este punto, tenemos
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Un vector perpendicular a ambos es

4 3
Xy (4, 3) X Xy (4, 3) = <]_, 0, g) X (07 1, g)

4 3
= __7__71 .
(55)

Si tomamos un punto genérico de R3, (z,y, z), el vector (z — 4,y — 3,2 — 5)
esta en el plano tangente si y solo si:

(x—4,y—3,z—5) - (—%,—g,l) =0 < —A4(x-4)-3(y—3)+5(z—5)=0

— —dx—-3y+5z=0.
Esta es la ecuaciéon del plano tangente que buscdbamos.
8. Ejercicio 193 de la pagina 86 del documento “Notas de Geometria Di-

ferencial con aplicaciones” de Antonio Valdés, enero 2014.

Calculense las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano tangente
a la superficie

x(u,v) = (u, v, uv)
en el punto (1,—1,—1).

Solucién. Tenemos que x (1, —1) = (1,—1, —1). Ademas:

Xy (u,v) = (1,0,v), x,(1,—-1)=(1,0,-1),
X, (u,v) = (0,1,u), x,(1,—-1)=(0,1,1).

El plano tangente pasa por x(1,1) = (1,—1,—1) y contiene a los vec-
tores x, (1,1) y x, (1,1), es decir, su ecuacién implicita es:

r—1 y+1 2+1
1 0 -1 |=2—-y+2-1,
0 1 1

0

ox —y-+ 2z =1. La ecuaciéon paramétrica es
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Encuéntrese los puntos de la superficie
x(u,v) = (u —v,u+v,u® + v?)

en los que el plano tangente es paralelo al plano x —y + z = 0.

Solucion. Como
xy (u,v) = (1,1,2u) , x, (u,v) = (—1,1,20),
entonces

N=x, (u,v) X x, (u,v) = (1,1,2u) x (—=1,1,20)
= (2v — 2u, —2u — 2v,2),

que es paralelo al vector (v — u, —u — v,1). Y ambos son perpendicu-
lares al plano tangente.

Por otro lado, un vector perpendicular al plano x — y + 2z = 0 es
(1,—1,1). Para que los dos planos sean paralelos debe cumplirse

(v—u,—u—v,1)=k(1,-1,1)
—k=1lLv—u=1lu+v=1

Esto se cumple cuando v = 1, u = 0, es decir en el punto
x(0,1) = (=1,1,1).
10. Determinar el vector tangente al paralelo <‘/7§ cosf, ‘/75 sen 6, \/75) de la
esfera de centro (0,0,0) y radio 1 es
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, senf sen ¢, cos @),

para 6 € (0,27),¢ € (0,7).

Solucién. La parametrizacion es

x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen @ sen ¢, cos @),
o (V2 V2 V2
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Lo comprobamos con la igualdad
X' (t) = v/ (t)x, (u(t),v(t)) + v (t)x, (u(t), v(t).
En este caso, es

u(t)=t, v(H) =17,
x, (0, ¢) = (—senfsen ¢, cosfsen ¢,0) .

Entonces

Y tenemos

(+3)
=Xy \ly, =
4

s s
= (— sen t sen Z,costsen—,())

4
2 2
= (—\/—_ sent, gcostﬂ) .

2

11. Determinense los coeficientes de la primera forma fundamental de la
superficie dada por

T =ucosv,y = usenv; z = u’

en el punto (1,0, 1).
Solucioén: Tenemos:
x (u,v) = (ucos v,usenv,uz) ,

Xy (u,v) = (cosv, senv, 2u),

X, (u,v) = (—usenv,ucosv,0).
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A partir de estos valores, hacemos:

F=x, x,
= (coswv, senv, 2u) - (cosv, sen v, 2u)
= cos?v + sen v + (2u)® = 1 + 40,
F=x, x,
= (cosw, senv,2u) - (—usenv,ucosv,0)
= —U COSVSeNn v + u Cos v sen v
=0,
G =x, X,
= (—usenv,ucosv,0) - (—usenv,ucosv,0)
= (—usenv)” + (ucosv)?

u?.

El punto (1,0, 1) se corresponde con los valores de u = 1;v = 0; con lo
que

E=5 F=0 G=1.
12. Tenemos un cilindro dado por la ecuacion:
x (u,v) = (cosu, senu, av),

para u € [—m, 7],v € R.
Determinense los coeficientes de la primera forma fundamental
Solucién: En un punto x (u,v) se tiene

X, = (—senwu,cosu,0),

x, = (0,0,a).
Entonces

F=x, x,
= (—senwu,cosu,0) - (—senu,cosu,0)

= sen 2u + cos®u = 1.
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13. Tenemos un cono dado por la ecuacion:
x (u,v) = (veosu,vsenu,av),

para u € [—m, 7],v € R.
Determinenese los coeficientes de la primera forma fundamental

Solucién: Determinamos los coeficientes de la primera forma funda-
mental. En un punto x (u, v) se tiene

X, = (—vsenu,vcosu,0),

x, = (cosu, senu,a) .
Entonces

F=x, %X,
= (—vsenu,vcosu,0) - (—vsenu,vcosu,0)

= v?cos®u + v? sen 2u = v°.

F=x, x,

= (—vsenwu,vcosu,0) - (cosu, senu,a) =0,

G =%, " X,
= (cosu, senu,a) - (cosu, senu, a)
= a® + cos®u + sen?u = a® + 1.

14. Tenemos la esfera de centro (0,0,0) y radio R, dada por la parametri-
zacion
x (6, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),

para 6 € [0,27], ¢ € [0, 7]. 0 representa la latitud y ¢ la longitud de un
punto de la esfera.

Estudiese si en el punto (0, R,0), las curvas contenidas en la esfera y
que pasan por este punto, dadas por
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Sabemos que los coeficientes de la primera forma fundamental en un
punto x (0, ¢) son

E=xp-x9y= RQSen2¢,

F = Xp - Xp = 0

G = X¢ . X¢ = R2.

Como

xg = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0),
Xy = (Rcosfcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢) ,

se tiene que

xgg = (—Rcosfsen g, —Rsenfsen¢,0),
X9y = (—Rsenf cos ¢, Rcosf cos ¢,0),
Xpp = (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen ¢, —Rcos @) .

Entonces, tenemos A y B:

A= (9’)2 Xog - Xg + 20'd'x94 - X9 + (¢’)2 X * Xp
= (9’)2 (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen¢,0) - (—Rsenfsen ¢, Rcosbsen¢,0)
+26'¢ (—Rsenf cos ¢, Rcosfcos ¢,0) - (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen ¢, 0)
+ (¢')? (—Rcosfsen ¢, — Rsenfsen ¢, —R cos ¢) - (—Rsen fsen ¢, R cos 0 sen ¢, 0)
= R?0'¢' sen 2¢,
B = (9’)2 Xopg - X+ 20'¢ x4 - x4 + (¢’)2 X * Xop
= (9’)2 (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen¢,0) - (Rcosbcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢)
+26'¢ (—Rsenf cos ¢, Rcos 6 cos ¢,0) - (Rcosf cos ¢, Rsen 0 cos ¢, — R sen ¢)
+ (¢')2 (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen ¢, —Rcos @) - (Rcosb cos o, Rsen b cos ¢, —Rsen @)

= —%RQ(H')Q sen 2.

Con esta notacion, la condicién que cumplen las geodésicas es
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Para el punto (0, R,0) = x (g, %), podemos escribir la curva c; (t) =

(Rcost, Rsent,0) como

Es decir:

Entonces

c1 (t) = (Rcost, Rsent,0)
:X(Q(t),gb(t)):x(t,g).

0(t) =t ¢(t):g.
¢'(t) =0, ¢"(t)=0,
0 (t)=1, "(t)=0

La ecuacién de las geodésicas es

0=0+1-0-sen2¢(t),
0=0—3(1)*sen2¢ (t) = —5 sen.

Como estas igualdades son ciertas, entonces esta linea (corresponde al

ecuador) es una geodésica.
Procedemos igual para cy (t) = (0, Rcost, Rsent). En esta curva, es

ce (t) = (0, Rsent, Rcost)
=x(0(t),6(1) =x
—0(t) =3, 6(t) =

[

t)

N

Para estas funciones, tenemos:

¢ (t)=1, ¢"(t)=0,
0 (t) =0, 0"(t) =0,

y la ecuacién de las geodésicas queda reducida a

drtagens

0=0"sen?¢ + '¢’ sen 29,
0=¢" — 1(6')*sen 2¢.
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05 t

15. Tenemos la esfera de centro (0,0,0) y radio R, dada por la parametri-
zacion
x (0, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),

para 6 € [0,27], ¢ € [0, 7]. 0 representa la latitud y ¢ la longitud de un
punto de la esfera.

Estudiese si en el punto (0, ‘/7513, ‘/TER), la curvas contenida en la esfera
dadas por

c(t) = (Rcostsen%, Rsentsen%, R cos z)

4
= (?R cost, gRsent, \/7§R>

y que pasa por este punto es una geodésica.

Solucion: Tenemos que comprobar que verifica la ecuacion de las
geodésicas, que es para esta superficie:
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Por eso:
¢ (t)=0, ¢"(t)=0
¢ (t)=1, 0"(t)=0.

Deben ser 0 las dos expresiones siguientes:

a; =0-sen?p+1-0- sen2¢ =0,
ap =0—11%sen2f = —gsenf = —1 #0.

por tanto, esta curva no es una geodésica. Esta curva es un paralelo,
que se representa a continuacién:

05 r

(]
-LJrJh

16. Tenemos un cilindro dado por la ecuacion:
x (u,v) = (cosu, senu, av),

para u € [—m, 7],v € R.

Estudiense cudles son las geodésicas en el punto x (0,0) = (1,0,0), si
el vector tangente a la geodésica es el vector (u;. 7).
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Ademas, como

x, = (—senwu,cosu,0),

Xy = (07 07 (l) )
se tiene que

Xyy = (—cosu, —senu, 0),
Xuv = (07 07 0) )
Xy = (0,0,0).

Entonces, tenemos A y B:

A= (u’)2 (—cosu, —senwu,0) - (—senu,cosu,0)
+ 200 (0,0,0) - (—senu, cosu, 0) + ()7 (0,0,0) - (—sen u, cos u, 0)
=0,
B = (u)?(—cosu— senu,0)-(0,0,1)
+ 200/ (0,0,0) - (0,0,1) + (v')* (0,0,0) - (0,0,1)
=0.

Con esta notacién, la condiciéon que cumplen las geodésicas es

0N /(1 0\ /[u 0

(0)= (o) (i) ()
0=u"

:>{O:a2;1”.

Las condiciones iniciales son las del punto x (0,0) = (1,0,0) = x (u (0) , v (0)).
Entonces, por el enunciado, es

w(0)=0, v(0)=0,
uw (0) =uy, v (0)=wv.

Resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales, tenemos

() — k.t L
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Por eso, es:
(u(t),v(t)) = (kit,vit) .

Las geodésicas son las curvas
c(t)=x(u(t),v(t)) = (coskit, sen kit, avqt) .

Si el vector tangente a la geodésica es de la forma (0,v;), entonces la
geodésica es la recta paralela al eje z que pasa por (1,0,0)dada por
(1,0, avyt).

Si el vector tangente a la geodésica es de la forma (uq,0), entonces la
geodésica es la circunferencia de radio 1 contenida en un plano paralelo
al plano xy que pasa por (1,0,0). Esta ada por (cos kit, sen k;t,0).

Si el vector tangente a la geodésica es de la forma (uq,v;), entonces la
geodésica una hélice contenida en el cilindro de ecuacién(cos k1t, sen kit, av;t).

Se representan en la siguiente figura, junto con los vectores tangente a
la curva:

21 b

L
|
LN
HEEEERNA
AR

R W N W W W W

A AR R R R
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17.

Hemos elegido el punto (1,0, 0), pero este resultado se puede extrapolar
a cualquier punto, es decir, las tinicas geodésicas del cilindro son rectas
paralelas a su eje, circunferencias perpendiculares a él y hélices.

Consideramos la imagen de la curva

s t

x(t)=(0(t),¢ () = (lncot <Z—§),§—t),0§t§

| N

sobre la esfera de radio uno dada por
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen @ sen ¢, cos @),

para 6 € [0,27], ¢ € [0, 7]. Determinese su longitud.

Solucion. Conocemos los coeficientes de la primera forma fundamental
de la esfera, que son:

E = sen?¢,
F=0,
G=1

Ademas, para esta curva, tenemos:

iy =t 1 m_t
o' (t) = et (=T (<1+cot2 (4 2)))
zltg (Z__> cosec? (Z—E)
2 4 2 4 2
_1 1
2 sen (§ —3)cos (- 3)
1
- sen (%—t)’
¥ (1) = -1

Entonces
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La longitud de la curva es

1

L:/2 <E(9I)2+2F9/¢/+G(¢I>2)2dt
0
:/22§dt:\/§/2dt:\/§t|§:?m
0 0

18. Sea S la parte del cono 22 + y? = 2? parametrizada por
x (u,v) = (vcosu,vsenu,v)

para v > 0,0 <u < 7. Sea P = (0,0,1) =x (7—;, 1). . Cuél es el dngulo
que forman las curvas parametro en este punto?
Solucion: Las curvas parametro son

T = COS U, Y = senu, z=1, O0<u<m,
. T o _ i _
r=wvcos3 =0, y=vsenj; =0, z=v, v>0.

Sabemos que

Los vectores

w =(0,1,0), |lul =1,
Uy = (1’07 1)7 HuQH = \/5

son tangentes a las curvas parametro por el punto (0,0,1) = x (g, 1).
Ademas, E=1,F =0,G = 2,u; = X, y uy = X,..Por tanto, el angulo
que forman es

U1U2E + (U1U2 + u2v1) F + U1U2G
CoOsSx =
[ | fJue
1-:0-14+(1-14+0-0)0+0-1-1
1v2

=0.
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para 0 € [0,27],¢ € [0,7]. Vamos a determinar el drea de la regién
delimitada por las curvas coordenadas ¢y = 7,01 = 5y g = 5,0, = 7.
. Cudl es el area de la esfera?

Solucidén. Sabemos que los coeficientes de la primera forma fundamen-
tal de la esfera, que son:

E =sen?p, F=0, G=1.

Entonces es:

VEG — F? = 4/ sen?¢ = sen ¢,

para la region considerada. Entonces, el area es:

01
/ VEG = Flddd

0o

),

0
jus
2

sen dpdl = / - cosgb@ a9

2

( cosg+cos —) do

Si queremos calcular el area de la esfera, hacemos

27 T 2T
A :/ / sen ¢dpdl :/ — cos ¢l df
o Jo 0
27 21
:/ (—cos7r+cos())d9:2/ do
0 0

= 202" = 4r.
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Solucién. La aplicacion x (u,v) = (u? — v, u? + v?, u) es una parame-
trizacién de la superficie en un entorno de cada uno de sus puntos en
D C R% Comenzamos determinando las derivadas parciales de x (u, v):

Xy (u,v) = (2u,2u, 1),
X, (u,v) = (—2v,20,0) .
Los coeficientes e, f v g de la segunda forma fundamental se determinan

a partir del vector normal unitario N y las derivadas segundas de x.
Empezamos con el vector normal normal unitario N. Sabemos que el

vector
ik
Xy XXy =|2u 2u 1 |=(-2v,—2v,8uw)=—2v(1,1,—4u)
—2v 2v 0

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal. Entonces: .

I 3l = /(=200 (12 + 12 + (—4u)?) = 20V/2 F 1622,

N XuXXy —20v (1,1, —4u)
|| % X Xy]| 202 + 16u?
1
- (-1,-1,4u)

V2 + 16u?

—1 —1 U
= , 4 .
(\/2 +16u? V2 +16u> V2+ 16u2>
Calculamos ahora las derivadas segundas:

Xuu = (2,2,0),
Xy = (_2a 27 0) ;
Xy = (0,0,0).
Entonces los coeficientes son:
1
e=N-x,, = ———(—1,—-1,4u) - (2,2,0
V2 + 16u? ( )+ )
1 4
= —(-2-2)=—

V2 + 16u? V2 +16u?’
1
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21. Sea T el toro de ecuaciones

xr = (4+ senu)cosv,
y = (4+ senu) senwv,

Z = COS U.

a) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental.

b) Clasifique sus puntos.

Solucién. La aplicacién x (u, v) = ((4 + senu) cosv, (4 + senu) senw, cos u)
es una parametrizacion del toro en un entorno de cada uno de sus pun-
tos seleccionando un abierto D adecuado para cada (u,v) € R?.

Calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental en un
punto genérico x (u,v) :

Xy (U, v) = (cosucos v, cos usenv, —senu)

Xy (u,v) = (— (4 + senu) senw, (4 + senu)cosv,0).
Para clasificar el punto, tenemos que calcular los coeficientesL, M y N

de la segunda forma fundamental a partir del vector normal unitario n
y las derivadas de x. Empezamos con el vector normal normal unitario

n:
i j k
Xy X X, = | COSUCOSU COS U sen v —senu
— (4 + senu) senv (4 + senu)cosv 0
= (4 + senu) (cosvsenu, senvsenu,cosucos” v + sen v cosu)
= (4 + senu) (cosvsenu, senvsenu,cosu) ,
|xy X x,|| = \/(4 + senu)’ ((cosvsen u)® + (—senvsenu)® + cos? u)

= (4 + senu) Vcos? vsen 2u + sen v sen 2u + cos? u

= (4+ senu),

Xy X X,
N =_——— = (cosvsenu, senvsenu,Cosu) .
%0 X x|
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entonces los coeficientes son:

e=N-x,, = (cosvsenu, senvsenu,cosu) - (—senucosv, — Senu sen v, — Cos u)
= —sen*ucos®v — sen*vsen’u — cos®u = —1,

f=N-x,, = (cosvsenu, senvsenu,cosu) - (— cosusenw, cosucosv,0)
= —Sen U Cos v Cos Usen v + senu cos v cosusenv = 0,

g=N-x,, = (cosvsenu, senvsenu,cosu) - (— (4 + senu)cosv, — (4 + senu) senv,0)
= — (senucos®v) (4 + senu) — (sen’vsenu) (4 4 senu) =

= —senu (4+ senu).
Por es
eg— f?=—1(—senu(4+ senu)) — 0= senu (4 + senw).
Como senu (4 + senwu) es una funcién continua, ademads se cumple que
eg—f2=0 <= senu=0 <= u=nm,0,
y en § tenemos que sen g (4 + sen g) > 0, entonces:

» Si0 < wu <, entonces x (u,v) es eliptico,

» Si7 <u< 2w, entonces x (u,v) es hiperbdlico,

» Siu=0o0u=m, entonces e # 0 pero eg — f2 = 0, por lo que es

parabdlico.
22. Sea el cilindro dado por
x (u,v) = (cosu, senu,v).

Determinense los vectores curvatura geodésica y curvatura normal en
el punto x (0) = (1,0,0) de la hélice dada por x (t) = (cost, sent,t).

Solucién: Determinamos los vectores tangentes y normal al cilindro.
Tenemos

L AY L Fan
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El vector normal a la superficie es

%, (1,0) xx,(1,0)
N0 = e L0 < x, (LO)]
~(0,1,0) x (0,0,1)
= 0.1,0) % (0.0, 1)]
— (1,0,0).

Ahora parametrizamos la hélice por la longitud de arco. Como x (t) =
(cost, sent,t), entonces

x' (t) = (—sent,cost, 1), ||x'(t)| = \/(— sent)’ 4+ cos?t +1 =2

ﬂw5fwwmﬁzlw%hm%

Entonces, la hélice parametrizada por la longitud de arco es

(s) ( s s s)
x(s) = [ cos —, sen —, — | .
V2 2" V2

Por eso:

1 . 1

x' (S) = E <_ Senjﬁ7COST§7 \/Lﬁ) ) x’ (0) = \/5 <07 17 \/Lﬁ) )
1 1

x"(s) = 3 (— €os 5, — sen \%,O) . x"(0)= 3 (—1,0,0).

Entonces

Mm:x%m:%eLqm.

Lo escribimos a partir de los vectores curvatura geodésica y curvatura
normal. Como una base del espacio tangente es (0,1,0), (0,0,1) y una
base de la recta normal es (1,0,0), tenemos que

1 1
= (=1,0,0).=1(0,0.0) + = (=1.0.0)
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23. Determinar curvatura geodésica del paralelo y del meridiano que pasan

por un punto de la parte de la esfera de centro (0,0,0) y radio R, dada
por la parametrizacion

x (0, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),
para 6 € (0,27),¢ € (0, 7).

Solucion: Comenzamos determinando una base el espacio tangente y
de la recta normal a la esfera. Como:

xg = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsenp,0), x4 = (Rcosbcosp, Rsenfcos¢p, —Rseng),
Una base unitaria del espacio tangente es:

Xy (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0)

ue || %0]| B ||(—Rsenfsen ¢, Rcosfseng,0)|
1
= Rsen(b(—Rsen@sen¢,Rcos€sen¢,0)
= (sen#,cos6,0),
v Xo _ (R cos @ cos ¢, Rsen 6 cos ¢, —Rsen ¢)

Ixsll  |[(Rcosfcos ¢, Rsenfcos ¢, —Rsen )|
1

7 (R cosf cos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢)
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La ecuacion del meridiano es 6 = ¢ constante, es decir, es
a(¢) = (R sen ¢, R" sen ¢, Rcos ¢) ,
donde R’ = Rcosf y R” = Rsenf son constantes. Como
o (¢) = (R cos ¢, R" cos p, —Rsen @), o (¢) = (—R'sen ¢, —R" sen ¢, —R cos §) ,

entonces el vector tangente al meridiano es:
1
t = = (R cos ¢, R" cos ¢, —Rsen ¢) ,

Un vector en la direcciéon de la normal principal a la curva estd dado
por

1 J k

(/' xa")yxao' =| Rcos¢ R'cos¢p —Rsen¢ | xa

—R'seng —R'sen¢ —Rcoso

= (—RR",RR',0) x (R cos ¢, R" cos ¢, —Rsen ¢)

1 J k
=| —RR" RR 0
R cos¢p R'cos¢ —Rseno

= (—R*R'sen¢, —R’R"sen¢, —Rcos ¢ ((R')* + (R")?))
= (—R*R'sen¢, —R’R"sen ¢, — R’ cos ¢) .

Su moédulo es

\/R4 (R)? sen2¢p + R* (R")? sen2¢ + RS cos? ¢ = R®.
Por tanto

k

/ /!
(—% sen ¢, —% sen ¢, — cos gb)

= (—cosfsen ¢, —sen f sen ¢, — cos @) .

Entonces, sabemos que

k_N_—rxk —k k —0
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donde R' = Rcosf y R” = Rsen @ son constantes. Como
B (0) = (—R"sen6, R" cos6,0), 8" (#) = (—R" cos,—R"sen,0),

entonces el vector tangente al paralelo es:

1
R”( R"senf, R" cos6,0)

= (—sen#,cosf,0).

t=

Un vector en la direccion de la normal principal a la curva esta dado
por

i ] k

(B xpB"yxp'=| —R"senf R"cosf 0 |xf
—R"cos —R"senf 0

= (0,0, (R")?) x (R cos ¢, R" cos ¢, —Rsen §)
=10 0 (R")?

—R"senf R"cosf 0

(—=(R")? cos 0, —(R")* (sen ), 0)
(—(Rsen®)®cosf, —(Rsen )’ (send),0)
( R3sen®@ cosf, —R>sen 0 0)

Su médulo es

V' RS sen 60 cos? @ + RS sen®) = R3 sen 4.

Por tanto

(/8/ X /8//) X /B/ _ 1
1(8" x B") x 3’| R?sen 0
= (—cosf,—senb,0).

k =

(—R3 sen 36 cos 0, —R> sen 46, ())

Tenemos k (s) = kg (s) + k,, (s), que estan en los planos tangente a la
superficie y en la recta normal, respectivamente. Una base del espacio
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Hacemos

k = (—cosf,—senb,0)
= a; (senf, cosh,0)
+ by (cos @ cos ¢, sen @ cos ¢, — sen ¢)
+ ¢ (— cosfsen ¢, — sen O sen ¢, — cos @)

= (ay sen 6 + by cos 0 cos ¢ — ¢ cosfsen ¢, a; cos + by sen O cos ¢ — ¢1 sen @ sen ¢, —b; sen ¢

Entonces considerando la tercera componente del vector suma resulta:

cos @
Yseng’

—bysen¢ —cycosp =0 = by = —c

Operando y suponiendo a; = 0, tenemos:

k = (—cosf,—send,0)

cos ¢

= a (senf,cosf,0) — ¢ (cos @ cos ¢, senf cos ¢, —sen ¢) + ¢; (— cos fsen ¢, — sen §s

2 2
Ccos Ccos
= (alsene—cl ¢cos€—clcOSGSen¢,alcos<9—cl ¢sen9—clsenesen¢,0>
sen sen ¢
cos? cos?
= (—clcosﬁ( ¢+sen¢>,—clsen9< ¢+sen¢),0)
sen ¢ sen ¢
1 1
= (—01 cos ), —c;—— sen 9,0) .
sen ¢ sen ¢
Entonces, si tomamos
a1 =0, by = —cos¢, c; = sen¢

se cumple:

k = —cos ¢ (cos 6 cos ¢, sen @ cos ¢, — sen ¢) + sen ¢ (— cos f sen ¢, — sen 0 sen ¢, — cos ¢)
= —cos ¢v + sen pN.

Asi tenemos ya el vector curvatura geodésica, que es:
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24. Sea la superficie x(u,v) = (u,v,u? + u* + v°®) donde (u,v) € R2. De-
terminenese los vectores curvatura geodésica y curvatura normal en
x(0,0) = (0,0,0) para la curva x(t) = (¢,0,t* + t*).

Solucion. Comenzamos determinando N. Las derivadas parciales de

x (u,v) son

Xy (u,v) = (1,0, 2u + 4u?), x,(0,0) = (1,
x, (u,v) = (0,1,60°), x,(0,0) = (0,

El vector normal unitario N es
(1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1).

Determinamos el vector v = (x’ (0) x x” (0))xx’ (0), que tiene la misma
direccién y sentido que el vector normal (y, por tanto, que el vector
curvatura) y que el médulo del vector curvatura es

_ K@) xx" @)
Ix’ (£)]°

k(1)

Como
x (t) = (1,0,2t +4t*), x'(0)=(1,0,0),
x" (t) = (0,0,2 4+ 12t%), x"(0) =(0,0,2).

Entonces, el vector v es

Por otro lado, la curvatura es
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Entonces

k (0) = 2(0,0,1)
= (0,0,2).

Lo podemos escribir a partir de los vectores curvatura geodésica y cur-

vatura normal, k (s) =k, (s) +k, (s), que estan en los planos tangente
a la superficie y en la recta normal. Como una base del espacio tangente

es (1,0,0),(0,1,0) y una base de la recta normal es (0,0, 1), tenemos
que

(0,0,2) =2(0,0,1),
donde
k, (0) =(0,0,0), k,(0)=2(0,0,1).

En la siguiente figura se representan la superficie y la curva y los vec-
tores normal a la superficie, en negro y curvatura y curvatura normal,

ane coinciden en verde
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para 6 € (0,27),¢ € (0,7).

Solucién: Sabemos que en un punto x (0, ¢) se tiene

E = R*sen?¢p, F =0, G = R?,
e = Rsen?p, f=0, g=R.

Entonces la curvatura normal en la direccién (df, do) es

_ IIp(df,d¢)  Rsen2¢(d)* + R (d¢)’ 1 sen 2¢ (df)* + (d¢)”

n —

1
Ip (d0,d¢) ~ R?sen2¢ (d6)* + R? (do)° R sen?¢ (d6)* + (do)* R’
26. Sea la superficie dada por
x(u,v) = (u,v,u* + u'* +°)
donde (u,v) € R% Determinense las secciones normales en el punto

(0,0,0) = x(0,0).

Solucién: Las derivadas parciales de x (u,v) son

X (U,U) = (1,0,2U + 4u3)> XU(O’O) = (1’
x, (u,v) = (0,1,60%), x,(0,0) = (0,

El vector normal unitario N es

(1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1).

Tenemos que considerar ahora los planos normales a la superficie, es
decir, planos que contienen al vector normal en (0,0,0) = x(0,0),
N (0,0) = (0,0,1). Vamos a suponer que el otro vector director del
plano es tangente a la curva, es decir, es de la forma (v, v9, 0). También
podemos suponer que v; = £1,0.

La ecuaciéon paramétrica del plano es

(xayyz) - (07070) + A (0,0, 1) + ,LL(Ul,UQ,O)
= (ILL/U17/'L/U27A>'

LI PSR [ C
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Si vy = 1, podemos hacer:

u=1-p= p=u,

UV = UV = Uv;y.
Si llamamos v = t, tenemos la ecuacion de la curva:

x (t) = (t, tvg, > + 4 + (tv2)°) .

Si vy = —1, el vector tangente que resulta tiene la misma direccion y
sentido contrario que el vector con v; = 1 y la curva resultante seria la
misma, aunque su ecuacién variara.

27. Determine las curvaturas principales del cilindro de ecuacién
x (u,v) = (cosu, senu,v) .

Calculese, a partir de ellas, la curvatura de Gauss y la curvatura normal.
Determine, ademas, las direcciones principales.
Solucion. Primero determinamos los coeficientes de las formas funda-

mentales. Sabemos que

Xy (u,v) = (—senu,cosu,0), X, (u,v) = (0,0,1),

Xy (u,v) X X, (u, v) (—senwu,cosu,0) x (0,0,1)
N (u,v) = =
“X’M (U, ’U) X Xy (u7 'U)” H (_ Senu, Cos u, 0) X <07 07 1) H
= (coswu, senu,0) .
Entonces:

E =x, x, = (—senu,cosu,0) - (—senu,cosu,0) =1,
F =x,-x, = (—senu,cosu,0)-(0,0,1) =0,
G=x, %, =(0,0,1)-(0,0,1) = 1.

Ademas,

Xy (4, 0) = (—cosu, —senu,0), Xy, (u,v) =(0,0,0), x4, (u,v)=1(0,0,0).
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Entonces la ecuacién de las curvaturas principales es:

(EG — F*)I* — (Eg+ Ge —=2F )k + (eg — f*) =0 <=
B +k=0+
k(k+1)=0.

Las soluciones de esta ecaucion son las curvaturas principales
k1 =0, Ky =—1.

La curvatura de Gauss es:

K = kiky =0,
y la curvatura media es
1
H _ K1 —+ ) ——
2 2
Vamos a determinar ahora las direcciones principales a partir de su
ecuacion:
m? —m 1 m? —m 1
EFE F G|=0«<|1 0 1{=0
e f g -1 0 0
< m =

Entonces, una direccién principal es (h,0). La otra direccién principal
es ortogonal a esta y, por tanto, es la direccién de (0, 1). La curvatura
k1 = 0 corresponde a la direccién con curvatura mayor, que es la de v
o direccién paralela al eje (en rojo en la figura). Es lo que podiamos
esperar, porque es una recta con vector director x, = (0,0, 1). La otra
direccién corresponde a x, = (—senu,cosu,0), que es la direccion,
entre otras curvas, de la circunferencia perpendicular al eje que pasa por
x (u,v), representada en negro en la figura. Obsérvese que es negativa,
y la razon estd en que el vector normal a la superficie es exterior a ella
v el vector curvatura de la circunferencia tiene sentido contrario a él
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[T

1.9

05

En esta superficie, tanto la curvatura de Gauss como la curvatura media
son constantes y valen:

1
K = k1ky = 0(-1) =0, H:m;@ -y

28. Calcular la curvatura de Gauss, la curvatura media y las curvaturas
principales de la superficie dada por z? = z* — 32 en el punto (1,0, 1).

Solucién: En un entorno de (1 0,1) la superficie estd dada por la

ecuaciéon x (u,v) = (u v, vVu? — v?). Entonces:

Xu (u7 U) = ( ) <07 ]-7 L) ’
— 02 u2 _ U2
J
0
1

) k
10 =2y |=—_"Y C itk
n u2—v2 \/ \/U,2 . ,02

N, =x, XX, =

v —U2
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En (u,v) = (1,0) tenemos:

x, (1,0) = (1,0,1), x,(1,0) = (0,1,0),

Xy X Xy < 1 0 1
[ \/5’ 7 V2
Xy (1,0) = (0,0,0), Xy (1,0) = (0,0,0), x4, (1,0) = (0,0,—1).

Xy X X, = (—1,0,1), N =

Podemos ya calcular los coeficientes de las formas fundamentales en
(1,0,1):

F=x, %, =(1,0,1)-(1,0,1) = 2,
F=x,-x,=(1,0,1)-(0,1,0) =0,
G=x,-%,=(0,1,0)-(0,1,0) =1,

1
e=N qu:<—,, (0,0,0) =0,
V2 V2
1 1
=N x,, = —,0,— | - (0,0,0)
d <¢§ ﬁ)
1 1 1
=N Xov = =Yy T = —_— .
I <¢§ \/5) V2
La curvatura de Gauss es
B eqg — f? ~0-0
K_EG—F2_ 2 =0
La curvatura media es
H_Eg—zFf+Ge_2< 5)+0+0
~ 2(EG-F?) 2.2 22

La ecuacion de las curvaturas principales es
kK (EG — F?) — (BEg—2Ff+Ge)k — [+ eg =0 <

2
2k + —k=0

A
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29. Sea S el cilindro dado por la ecuacion paramétrica

x (u,v) = (cosu, senu,v) .
Se pide determinar las lineas de curvatura que pasan por (1,0,0).
Solucién: Sabemos que (1,0,0) = x (0,0). También sabemos que

E=1 F=0, G=1,

e=—-1, f=0, ¢g=0.
La ecuacién diferencial de las lineas de curvatura es

—dudv = 0.
Como dudv = 0, entonces debe ser
du=0o0dv=0.

En el primer caso:

du=0 = u=ceR.
Al pasar por (1,0,0) = x(0,0), se cumple u = 0 y la ecuacién de la
linea de curvatura es

x (t) = (cos0, sen0,t) = (1,0,¢).

Es la ecuacion de la recta vertical, paralela al eje del cilindro, y que
pasa por (1,0,0).

La condicion dv = 0 implica que debe ser constante v. Como en este
punto v = 0, la ecuacion de la linea de curvatura es

x (t) = (cost, sent,0).
Esta ecuacién corresponde a una circunferencia, interseccion del plano
xy con el cilindro.
30. Sea S la superficie dada por z = 3% — 22. Se pide determinar las lineas
de curvatura y lineas asintéticas que pasan por (0,0, 0).

Solucion: Tenemos que determinar los coeficientes de la primera y

de la segunda forma fundamental. Hacemos, para la parametrizacion
_ 2 2

x(u,v) = (u,v,v* —u?),
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Entonces

Xy XXy 1
Cxe x x|l VA2 £ 402 1
E=(1,0,—2u) - (1,0, —2u) = 1 + 4u?,
F =(1,0,—2u) - (0,1,20) = —4uw,

G =(0,1,2v) - (0,1,2v) = 1 + 40,

N

(2u, —2v,1),

2
6:]-\I'qu:_ )
VAau? + 40?2 + 1
f:N'Xuv:O7
2
g:N'va:

VauZ + 402 +1
En (0,0,0), es
n=(001), E=1 F=0 G=1,
e=-2, f=0, g=2.
La ecuacién diferencial de las lineas de curvatura es
(Ef — Fe)du® + (Eg — Ge) dudv + (gF — Gf) dv* = 0 <=
(0—0)du*+(1-2—1-(=2))dudv+(2-0—1-0)dv* =0 <
4dudv = 0 <= dudv = 0.

Su solucién es
u=c, v==k,
donde ¢ y k son constantes.

La ecuacién de las lineas asintdticas es
edu® +2fdudv+gdv* = 0 <= —2du*+2dv* =0 = du’—dv* =0.

Esto implica
dv—du=0, du+dv=0.

Puede dar v = u, v = —u. Entonces tenemos

r=uy=u,z=0r=uy=—uz=0.
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